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1. Hatvany, gyok, logaritmus - megoldasok

1.1. Az -edik gyok, tortkitevés hatvanyok

1. Mivel definici6 szerint az V/x Kkifejezés paratlan n >1 egész esetén minden valds
x-re, paros n>1 egész esetén csakis nem negativ valos x-re értelmezett, tovabba

tetszSleges valos x-re és k pozitiv egészre *Nx™"" =x, Ax* =|x|, ezért...
a) V64 =4 =4;
b) Y625 =35* =5.

2.2) -32=3(-2) =2
b) ¥-343 =(-7)" =-7.

3.a) {256 =</278=\4[(22)4 =4
b) ¥—64 nem értelmezett;

¢) H=|—5|=5.

4. Az n-edik gyokvonas definicidja alapjan:
a) —2; 5 -2; 3 35 10; 2;
b) —1; 2; nincsértelmezve; 0; 7;
1 2 . , 5 1
¢) —; ——; nincsértelmezve; —; —
2 3 45

2%
d) x; |a|; 5% |x3|; a*; —c; Y.
5.a) xeR;
b) aeR;
c) yeR"U{0};
d) ceR;
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e) beR U{0};
f) aeR.

6. Hasznaljuk fel az n-edik gydkvonds azonossagait!
a) 2+3=5; I35;
b) 20; 5;
3
c) 5; 10;
dy /1000 =10; ¥/48-27 =32*-3* =¢;
o) 428 =22, §f¥ =3;
f) 3% 5%
o $2° =2, o =4
h 2 =42 =46

7. Felhasznalva a primtényezés felbontast, az n-edik gyok definiciojat és a hatvanyo-
zas, valamint a gyokvonas azonossagait:

1
Ve e 2
his-—a8-3—9 233203 J(2:3) _

b) = =
J-216 J(=6) -6
\/7 W 22 2233 3/210 22 33 /2 3
8.
1000 Jo°

9. Felhasznalva a primtényezds felbontast, az n-edik gyok definicigjat és a hatvanyo-
z4s, valamint a gyokvonds azonossagait:

a)
0 o0 V22 5-g(2-5)
gﬁlo = 45422 .5.42% .5 =¢/5°.2° =¢10° = 10;
5
b)
15° V27 4600 357 3400 _4\/35'55'33-26-52 _‘{/38'57
J/625 -4/8000 st 4.5 5205 57

=9.
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10.

11.

12.

13.

Gyokjel alol kivitellel oldjuk meg a feladatot!

(233 -3+5%5-435)- (349 - 230 - /15 + 3325 -25 ) =
{5 (48 554 (48] (5 25,

Az (a+b) (a2 —ab+ b’ ) =a’ +b’ azonossagot alkalmaztuk, de tagonkénti szorzas-
sal és utana 6sszevonassal is megoldhato.

a) Y12 + V11243 -1 =
= {(Viz i) (Vi) =
=== =1

b) {4v10+ V128 V160 -8V2 =
= {/(V160 + 128 ) (160 - i28) =
=3160-128 =332 = 2.

frjuk fel mindkét kifejezést azonos gyokkitevéijii alakban, és hasznaljuk fel, hogy
az n-edik gyokfiiggvény szigortian monoton névekvao!

a) 54 < Y2°.7=356;

b) Y162 > 160;
16 81

03— < =
81 16

9 I >
e) V2 < 3.

Ha mindkét szamot hatodik hatvanyra emeljiik, akkor mindkét gyokjeltél megsza-
badulhatunk, tovabba a kapott két szam nagysagviszonya megegyezik az eredeti,
nemnegativ szamok nagysagviszonyaval, igy

(V3) =((V3) ) = =275 (48)" =((¥) | =4 =16 miae 53> 3.
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14. Mivel ¥4 =yv2? =42, igy 30. hatvanyra emelve:
10 15 6
(B <{(GB) ) =2 ([ ) =2 (45" (6 | =
A kapott szamok nagysagviszonya megegyezik az eredeti, nemnegativ sza-

mok nagysagviszonyaval. Vegyilk észre, hogy 9>8<3*>2' <328
325250255 <2555 jgy B >V2=44> Y51

15. Tegyiik fel indirekt modon, hogy I5 racionalis, ekkor I5 =§ alakban irhato,

ahol p, g pozitiv egészek és relativ primek, azaz a tort mar legegyszertibb alakjaban
3

all. Kobre emelés és rendezés utan 5 = p_3 & 5¢° =p.

Mivel a bal oldal 5-tel oszthatd, igy a jobb oldalon is 5-tel oszthatd szdmnak kell
allnia, ezért p =5k alakil, ahol k pozitiv egész. Innen 5¢° = 125k>, ebbdl ¢° = 25k°.
A jobb oldalon 5-tel oszthaté szam all, ezért a bal oldalon all6 szamnak is 5-tel
oszthatonak kell lennie, ezért ¢ =5/ alak, ahol / pozitiv egész. Azt kaptuk, hogy p
€s ¢ is oszthatd 5-tel, ami ellentmond annak, hogy relativ primek. Ellentmondasra
jutottunk, igy az allitas bizonyitott.

Megjegyzés:
Belathato, hogy ik ,ahol n,k >1 pozitiv egész, pontosan akkor racionalis szam, ha
k egy pozitiv egész szam n-edik hatvanya.

16. Jeloljiik a kifejezést x-szel! Kobre emelés utan, felhasznalva az
(a+ b)3 =a’+b’ +3ab(a+b) azonossigot

X =9+\/%+9—\/%+3g/(9+\/%)(9—\/%)-x.
Mivel g/(9+\/%)(9—\/%) _ 39> 280 =1, igy x' ~3x—18=0.

Vegylik észre, hogy x =3 megoldasa az egyenletnek, igy az x—3 gyoktényezd

kiemelése utan: (x— 3)(x2 +3x+ 6) =0!

A masodik zarojelben allé masodfoka polinom diszkriminansa negativ, igy nincs
valds gyoke, ezért az egyenletnek sincs tobb valos megoldasa. A feladatban szerep-
16 kifejezés értéke ezért 3.

17. Alkalmazzuk tobbszor a két tag dsszege ¢és kiilonbsége szorzatara vonatkozo azo-
nossagot!

=
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18.

19.

20.

21.

22.

( )( 8+\/_)(<‘/§+{‘/§)(\/§+\/§)=(§/§2—%2)(4/§+§‘/§)(«/§+\6):
(45 -45)(¥5+43) (VB +3) = (48"~ 457) (VB +3) -
(V8-3)(v8+3)=8-3=5.

Hasznaljuk fel az n-edik gyokvonas azonossagait!

) V272 =020 =27 =B Y32 =5

b) Y2' k/27 \F

c)\/_

d) \1/7.2\/)}7:@; 1206.12018'1204=1\2/C§=%/C7;
e) ¥a’;

Alkalmazzuk a gydkvonas és a hatvanyozas azonossagait!

affﬁfa a4a_2\/—

Vo' Na?  Na Ja
b) \/ﬁ\/;\/gz a:lb4 :W:azbz

{s/afebfs \6/a76b76

\3/m-€/a75-§/b7_€/ab-a5-b’7 :i/a(’b6 _o[ 12

2
— a” =a’.
a’b

A tortkitevdjli hatvany definicidja szerint a" =Xd" (a>0;meZ;neN; n=2),
ezért:

1
a) 164 =42 =2;
_2
b) 273 =3(32) =32 =—

2 1 2 3V sf(a-2)? L, 1
a) 0,125° = /(gj :,3/(2 ) =3(27) =2 =

b) 64 =W=W=(zz)’4 —2 =ﬁ.
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ey

gait:

LS 2.1 3
a) 32.34 =34 4 =34
1

4.9 13

L 12 L3 13 N 13
b) 3° ,[(33)2) =33.34 =33 4 302 12 =312
1
1Nz 5 15 1.3 31
24. (33j 32 =302 =307 23,

ey

25. Felhasznalva a tortkitevoji hatvany definicidjat, tovabba a hatvanyozas azonossa-

3
x4 31 9 4 s
a) —r=x43=x12 12 =512
x3
L
x2 3 3,2, 1
b) —x66 —yx6
X

2 1\3
x3 -] x? 2.1
376 413 1
x Seo- o
26. = 666 3

27. Irjuk fel el6szor az Gsszes szamot az 5 hatvanyaként!
4 4 1 2

1
5 (57) 3 =5 5% 5% 50,
Ha minden szdmot hatodik hatvanyra emeliink, akkor egyrészt eltiinik a tortkitevd,
masrészt nem valtozik meg a nemnegativ szamok egymashoz viszonyitott nagysa-
ga. Az igy kapott szamok: 5°°, 5%, 5°, 5°, 5%, ezért az eredeti szdmokra:

2 4
57<5 <5 <5 <02

28. Felhasznalva a tortkitev6ji hatvany definiciojat, tovabba a hatvanyozas azonossa-

gait:
1 2 1 11
3/ 2
Ja®-a®Nab  ad-a’-a*-b?-b?
- - = - =ab.
a*-b? a?
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29,
3 1 133 1
L ,ldﬁ LN 4\4 o112 B F
8a 2\\b3a\Nb?® | =|8a ?| b 3a[b3J =|8a z(b 3ab3] :[Sa zazJ =2.

1
30. a) Vegyiik figyelembe, hogy x? = \/;, valamint alkalmazzuk a hatvanyozas azonos-
sagait!

[b](b)[zj[bjmp;)m[}jz]

()

—+
ab  Jab

1 (“+b 2 j= I a+2Jab+b 1 _(‘/;“/3)2: 1
(x/5+\/5)2 ab (\/;+\/Z)2 ab ab’

1

b) A kifejezés egyszeriibb alakjabol azonnal adédik, hogy a=—; b= 3 esetén a

kifejezés értéke 6.

N | =

31. Tekintsiik a kovetkezoket:

1 1 [
f(f(x))_i/l_ 1 3 _i/l_)f_l _i/ x* ,
1-x 1-x* x* -1
1 1 1
f(f(f(x)))_ - 13 _i/l—xs_l_i/x}_XSH o
X 3 ¥
xs_

Mivel a 2010 oszthatd 3-mal, ezért a kérdezett szam 19-cel egyenld.

32. Figyelembe véve az (a—b)(a+b)=a’ —b* azonossagot, a tortet bévitve:
L Yredy (erd)(fre)
e NN S

33. Figyelembe véve az (a—b)(a” +ab+ bz) =a’—b’ azonossagot, bovitsiik a tortet

3 3
(3/5 +3B+ 1) -gyel! Kaphatjuk, hogy a tort: %

(o)
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34. Figyelembe véve az (a— b)(a2 +ab+ b’ ) =a’—b’ azonossagot:

0<\/3n+3—3n:3n+3_%/;: n+3-n < 3 —
1 {/(n+3)2+,3/(n+3)n+3/n72 In? +3w> +3dn*

., , 1 | . . 1
Ha ¢ >0 rogzitett szam, akkor T < ¢,ebbll — < n, ami mutatja, ha n>—, ak-
n £ €

kor a vizsgalt kifejezés kisebb mint ¢.

1.2. Exponencidlis fiiggvények

35. a) Tl ,

~
o
=~

k5 |4 |3 |2 |1 fo 5 x

b) A két grafikon tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.

¢) Mivel g(x)= GJ =(2") =27 = f(~x), ezért allitsunk nyilvanvalo.
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36. a), b)

3[27)/

o) /

—
—] —
1

¢) Mivel 3" =1, ebbdl x =0;
3" —2=1,ebbsl 3* =3;
és ebbdl x =1,
3?2 =1,ebb6lx=2,

igy az f'grafikonjan a (0,1), a g grafikonjan az (1,1), a 4 grafikonjan a (2,1) pontokrol
van sz0. (Kihasznaltuk az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsa-

gat.)

37.a) y

ES

)

b) A grafikonrol leolvashato, hogy az értékkészlet: [0;3].
c) A fiiggvény zérushelye x = 1.
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38. a) v, y

Hofo 1o f2 3 jax

b) Mivel 0 <x <2 esetén az exponencialis fliggvény szigori monotonitdsa miatt
13" <9, igy az értékkészlet: [1;9].

¢) Mivel az x + 3" fliggvény szigortian monoton novekedd, ezért
10-3" > 7 ebbdl 3> 3" ebbdl 1 > x, igy a megfelel6 helyek: 0< x <1.

39. f,=2% f,=2"", f,=3-2"" f, = f=3-2""—12. Alépések pedig: eltolas ,balra”
1 egységgel, 3-szoros nyujtas merdlegesen a ,,vizszintes” tengelyre (merdleges affi-
nitas), eltolas ,,lefelé” 12 egységgel.

=g
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40. f,=3", f,=-3", f, = —3%3, fi=f= 3 +4. A 1épések pedig: tiikrozés a ,viz-
szintes” tengelyre, eltolds ,,jobbra” 3 egységgel, eltolas ,.felfelé” 4 egységgel.
i

y

1]
|
o)
£
|t

2
egységgel, eltolas ,,lefelé” 5 egységgel.
/ \ \ 1“
\ialzll |,
AL

Vi =lal,

X x+1 x+1
41. f, :(%j » ) :(lj , ) :f:(%) —5. A lépések pedig: eltolas ,balra” 1
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42. a) Ha x jeldli az eltelt napok szamat és f'(x) a lefedett teriilet nagysagat, akkor

f(x)=0,25-2" =%-2* =22

y

b)Az f(2)=1 f(5)=8 miatt 2 nap milva 1 m’, 5 nap milva pedig 8 m’ lesz a
békalencsés része a vizfeliiletnek.

¢) Mivel 2772 =128, ebb6l 2°> =27,ebbdl x =9, ezért 9 nap alatt fedi be a béka-
lencse a t6 teljes feliiletét. (Kihasznaltuk az exponencialis fliggvény szigortan
monoton tulajdonsagat.)

N (¢t .
43. a) Mivel L =0,25, ezért 2 570 =277 ebbdl L _ 2,ebb6l ¢ =11 140, felhasz-
N, 5570

nalva az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsagat. A lelet tehat
kb. 11 100 éves.
. ON() 1, ] o
b) Mivel ~ = 3 ezért 2 370 = 3 Vegyiik mindkét oldal 10-es alapt logaritmu-
0

1 1
sat, ekkor —ﬁng = 1g§ =—1g3,ebbdlt = 5570g—3 ~ 8828, a lelet tehat kb.

Ig2
8800 éves.

44. Jelolje N, a 235-6s, N, pedig a 238-as izotop atommagok szamat, 7' és 7, pedig a
felezési idoket! A bomlasi torvényt felhasznalva:

N _N() 27 3

_Nz(t)_Nz(O) zfé 7

>
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Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat véve:

2= lg(%)+t'lg2~[%—%}
-2=-0,368+1-0,301(~1,1867-10"),
5,422 =¢-1,1867-107,
1=4,569-10° ~ 4,57-10°.

Tehat 4,57-10° év mulva lesz a 235-6s izotop mennyisége a 238-as izotop mennyi-
ségének 1%-a.

1.3. Exponencidlis egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlotlenségek

45. Mivel 343=7°, igy az exponencialis fiiggvény szigord monotonitdsa miatt:
2x =3,ebbdl x = %

Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

46. frjuk fel mindkét oldalt a 2 hatvanyaként! Mivel % = 2% =27, ezért az egyenlet:

271 =27 ebbdl x —1=-2, ebbbl x = —1,
és felhasznaltuk, hogy a valds szamok halmazan értelmezett x — 2* exponencialis

fliggvény szigoruan monoton novekedd. Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhet-
jik, hogy a megoldas helyes.

47. Mindkét oldalt felirva az 5 hatvanyaként:

55 =57
Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigoriian monoton.
X3
3
x=-9.

Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

48. Vegyiik észre, hogy 1=13", igy az exponencialis fiiggvény szigor(i monotonitasa
miatt az eredeti egyenlet egyenértékii az alabbival:
x*—4x+3=0!
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Ennek megoldésai: x, =1, x, =3.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy mindkét megoldas kielégiti az eredeti
egyenletet is.

49. Irjuk fel mindkét oldalt a 2 hatvanyaként:

x-1

— x-1

25 =(27)
x-1

ZT _ 272x2+2'

Az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt:

-1

w2,
5

ahonnan:
x—1=-10x*+10,

10x* +x—11=0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: x, =1, x, = —1,1. Ekvivalens egyen-
letekkel dolgoztunk, igy pontosan ezek a megoldasai az eredeti egyenletnek is.

50. Mivel 9 =3’, igy hatvanyazonossig miatt:
3V =33 x> 0.

Felhasznalva az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat:

2\/;=x—3.

Négyzetre emelve az egyenlet két oldalat, majd rendezve:
4x = x* —6x+9,
0=x"—10x+09.

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldésai: x, =1, x, =9, de behelyettesités
utan kidertiil, hogy az eredeti egyenletnek ezek koziil csak az x =9 a megoldasa.

51. Hatvanyazonossag felhasznalasaval:

5.5°—5 =20,
4.5" =20,
5% =35.

Az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsaga miatt innen x =1. Be-
helyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.
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52.

53.

54.

55.

56.

Hatvanyazonossag felhasznalasaval:
3)(

3=,
3
3.3° -3 =54,
23" =54,
37 =27=3,

ahonnan x =3, az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt.
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

Hatvanyazonossag felhasznalasaval:
3" 4+9-3"+3.3" =13,
13-3* =13,
3 =1
ahonnan x =0, felhasznalva az exponencialis fiiggvény szigorian monoton tulaj-
donsagat. Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

Hatvanyazonossagok felhasznalasaval:

2.7 432

~5.2" =6,

4.2°+3.2"-10-2" =-12,
-3.2"=-12,
2" =4,
Felhasznalva az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat:
x=2.

Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

Az el6z0 feladat megoldasanal latott gondolatmenetet alkalmazva kaphatjuk, hogy
amegoldas: x=2.

Vezessiik be az 5" = a(> 0) helyettesitést! Hatvanyazonossag miatt az egyenlet
a’—4a-5=0 alak lesz.

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: a, = -1, a, =5. Ezek kozil @ >0
miatt ¢, nem felel meg, a masikbol pedig x =1, felhasznalva az exponencialis fiigg-
vény szigoruan monoton tulajdonsagat. Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik,

hogy a megoldas helyes.
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57.

58.

59.

60.

Hatvanyazonossagokat alkalmazva:
9:9*+9.3" =810,
9" +3" =90,
3 +3°-90=0.
Vezessiik be az 3" =g (> 0) helyettesitést! Ekkor az egyenlet:
a’*+a—-90=0.

Ennek pozitiv megoldasa: @ =9, igy az exponencialis fiiggvény szigor monotoni-
tasa miatt x = 2.
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

242 =12,
16-2° +8-2° =12,
24.2% =12,
ool

2
27 =2",

A 2 alapu exponencialis fiiggvény szigortan monoton tulajdonsaga miatt: x =—1.

Ha bevezetjiik a 3" =a(>0) helyettesitést, akkor rendezés utén:

a’>—8a =3a-24.
Négyzetre emelést kovetden:

a* —8a =94* —144a+ 576,

0=8a’—136a+576,

0=a’>-17a+72.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: a, =9, a, =8. Az elsébdl x =2,
felhaszndlva az exponencialis fiiggvény szigoruan monoton tulajdonsagat. Mivel
x természetes szdm, ezért a =8 nem felel meg, igy az eredeti egyenlet egyetlen

természetes szam megoldasa a 2. Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy
a megoldas valoban helyes.

Vezessiik bea 372 = 4 (a > 0) helyettesitést, ekkor az egyenlet:
a’ - ia =69,
3

3a*—4a-207=0.
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23
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: a, =9, a, = 3 Mivel a pozitiv,

igy csakis a =9 lehetséges, ezért:

3x+m — 32 ,

x+VxT+2=2,
felhasznalva az exponencidlis fiiggvény szigoruan monoton tulajdonsagat.

Rendezés utan:
VxT+2=2-x,

X 4+2=4—4x+x’,

X =—.

2
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas valéban helyes.

. Hasznaljuk fel, hogy (3 - 2\/5)(3 + 2\/5) =1!
X2 —6x+9
Vezessiik be a (3 +232 ) =a (a > 0) helyettesitést, ekkor az egyenlet:
a+—=0,
a
a’—6a+1=0.

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai:

@, =3+242, 4, =3-22=(3+242) :
Innen, felhasznalva az exponencialis fliggvény szigoriian monoton tulajdonsagat:
x*—6x+8=0 vagy x’—6x+10=0.
Az els6 egyenlet megoldasai: x, =4, x, =2. A masodik egyenlet diszkriminansa
negativ, ezért nincs valés megoldasa. Mivel a mondott feltételek mellett végig ek-
vivalens egyenletekkel dolgoztunk, igy a kapott megoldasok az eredeti egyenlet
Osszes valos megoldasai.

. Mivel 2% = 4%, igy az egyenlet:
4 =3,

g
3

ahonnan az exponencialis fiiggvény szigorian monoton tulajdonsaga miatt: x=0,
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.
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63. Hatvanyazonossagot alkalmazva:
7x—3 — 42(/\’*3) — 16x—3

x-3
RA N
16
7 x-3 7 0
o) L)
ahonnan az exponencialis fiiggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt: x = 3.

Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

64. Szétvalasztva két oldalra az 5, illetve a 2 hatvanyait:

20-5"=20-2",
5 =27,

5\ (5Y

5 -6
x=0,

az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt. Behelyettesités-
sel kdnnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

65. Hatvanyazonossagot alkalmazva:
16-2" +8-2" +2" =5-5" =57,
25-2"=4.5",

53

5 5)°

ahonnan az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat felhasznalva:
x = 2. Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas helyes.

66. A nevezokkel valo szorzas és rendezés utan:
6-4"+6-9"-13-6" =0.
Bevezetve a 2" =a (a > 0); 3 =b (b > O) helyettesitéseket, felszinre keriil az
egyenlet szerkezete:
6a’ —13ab+6b> =0.
Osztva b’-tel:

2
6(2j ~13%46=0.
b b

Ennek az %-ben masodfoku egyenletnek a megoldasai: 5 és 3
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67.

68.

e 3
(Jx i)

az exponenciélis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat felhasznalva. Behe-
lyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldasok helyesek.

illetve

(SR )

Bevezetvea3? =g (a > O); 2‘E =b (b > 0) helyettesitéseket az egyenlet szerkezete:
4a* —5ab—-9b* =

2
4(3) —52_9=0.
b) b

Ennek az %-ben masodfoku egyenletnek a megoldasai: 1 ¢és —1, de ez utobbi nem

Osztva b’-tel:

lehetséges, hiszen a és b pozitivak.

Kaptuk, hogy
( 23 jz [ 2 )2
.

Az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsagat felhasznalva:
x=4.

Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldas helyes.

Az exponencialis fliggvény szigoriian monoton tulajdonsaga miatt az eredeti egyen-
letrendszer ekvivalens az alabbival:

2x—-y=1,
{Sx -2y=4.
Az els6 egyenletbdl: y =2x—1, melyet a masodik egyenletbe helyettesitve:
5x—2(2x—1):4,
x+2=4,
x =2,ebbdl y =3. A megoldas (2; 3).
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldas helyes.
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69. Bevezetve az 5* =a(a > 0); 2" = b(b > 0) helyettesitéseket:
a+3b=17,
2a—5b=-10.

Az elso egyenletbdl: a =17 —3b, melyet a masodikba helyettesitve:
2(17-3b)-5b=-10,

34-11b=-10,
44 =11b,
4=b,ebb6la=5.
Az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsdga miatt innen

x=1y=2.
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldas helyes.

70. Bevezetve az 3" = a(a>0); 2’ =b(b>0) helyettesitéseket:
6a—7b =40,
—2a+5b=-8.

A masodik egyenlet 3-szorosat az els6 egyenlethez adva:
8h=16,
b=2,ebbbla=9.
Az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsdga miatt innen
x=2;y=1.
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldas helyes.

71. Végezziik el a 64" = a(a > 0); 64" = b(b > O) helyettesitéseket! Ekkor az egyen-

letrendszer:
a+b =12,
ab=142.
o ) 42 , ) .
A masodik egyenletbél: b =——, amit behelyettesitve az elsé egyenletet kapjuk,
hogy a

a’ +¥ =12,ebbbla* —12a* +32=0.
a

Ennek az a’-ben masodfoku egyenletnek a megoldasai: a® =4, a> =8. Mivel
a >0, igy innen a =2, ebbdl b = 242 vagy a = 22, ebb8l b =2. Figyelembe véve,
3

hogy 64=2° és 22 = 22, valamint az exponencialis fliggvény szigortian mono-
ton tulajdonsagat:
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647 =2,
1
x==;
6

3

64" =22,
L1
illetve 4

64" =242,

!
X=—;
4

64" =2,
_1
y=r

Mivel a mondott feltételek mellett ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, igy ponto-
san ez a két valds szampar elégiti ki az eredeti egyenletrendszer egyenleteit is.

sy

72. Hatvanyazonossagokat, illetve a tortkitevés hatvany definicidjat alkalmazva:

ol =2

x? +2x—4)y2

Az exponencialis fiiggvény szigoraan monoton tulajdonsaga miatt innen
(x*+2x-4)y" =4,
2 2

A masodik egyenletbdl: y = x+1, melyet az elsébe helyettesitve:
(¥ +2x—4)(x" +2x+1)=—4.

x y-1
Legyen x” +2x = a, ekkor

ahonnan a =0 vagy a =3.
Két lehetdség van:
x*+2x=0, vagy x° +2x-3=0.
Az els6 egyenlet megoldasai:
x=0=>y=1¢&&x,=-2=>y,=-1.
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73.

74.

75.

76.

A masodik egyenlet megoldasai:

x;=1,ebbdl y, =2 és x, =-3,ebbdl y, =-2.
Behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldasok mindannyi-
an teljesitik az eredeti egyenleteket.

Attérve 4-es alapra, és j ismeretleneket bevezetve: a = 4™ és b= 7"
a+49b =305,
2a+b=513.

Ebbdl a = 256 és b = 1 adodik rendezéssel. Azaz 4™ = 4" és 7°° = 7°, az exponenci-
alis fiiggvények szigori monotonitasa miatt pedig: x =2 és y = 6.

Mivel a valds szamok halmazan értelmezett x > 5" exponencialis fliggvény szigo-
rian monoton ndvekedod, ezért
x—2<13-2x,
3x <15,
x<35.

Az egyenlbtlenség megoldasai igy az 1, 2, 3 és 4 szamok.

Vegyiik észre, hogy 256 = 2°! Mivel a valos szamok halmazan értelmezett x > 2*
exponencialis fliggvény szigorian monoton névekedd, ezért
5-x28,
-3>x.

0 x
Mivel 1= (%) , tovabba a valds szdmok halmazéan értelmezett x — (2007j

2008
exponencialis fliggvény szigoruan monoton csokken (az alap 1-nél kisebb pozitiv
szam), ezért az eredeti egyenl6tlenség ekvivalens az aldbbival: x* —5x+4 > 0.

A bal oldalon all6 masodfoku polinomfiiggvénynek az 1 €s 4 szamok a zérushelyei,
igy vazlatos grafikonja:
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&t h b

|
/
/
/

Konnyen leolvashatjuk a megoldasokat: x <1 vagy x>4.

77. Mivel 343 =7°, tovabba a valds szimok halmazan értelmezett x - 7° exponencié-
lis fliggvény szigoruan monoton ndvekedd, ezért az eredeti egyenlétlenség ekviva-

2x—1
lens az alabbival: AL 3.
Rendezve: e

2x—1

x+1

2x -1 3(x+1)
x+1 - x+1
-x—4

x+1

x+4

-3>0,

>0,

>0,

<0.
x+1

Ez pontosan akkor teljesiil, ha a szamlalo és a nevezé elgjele ellentétes, ahonnan:
—4<x<-1.

78. Vezessiik be a 2 = a(> 0) helyettesitést! Ekkor az egyenldtlenség, kihasznalva,
hogy a>0:

a+zSi
a
a’-3a+2<0.
Mivel az a’ —3a+2 mésodfoku polinomfiiggvény zérushelyei a=1 és a=2,
ezért a fenti egyenldtlenség megoldasa: 1<a <2.
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Mivel az x> 2" exponencialis fliggvény szigortian monoton ndvekedd, ezért az
eredeti egyenl6tlenség megoldasa: 0 <x <1.

79. Eldrebocsatjuk, hogy a bal oldalon szerepld fiiggvény nem exponencialis fliggvény,
ezért elvi hibas minden olyan megoldas, amely ennek pl. a szigorian monoton no-
vekedésére hivatkozik. (A fliggvény ndvekedési viszonyai differencialszamitas se-
gitségével tisztazhatoak.)

Mivel a pozitiv valos szdmok halmazan értelmezett x = 1gx fiiggvény szigortian
monoton ndvekedd, valamint az egyenldtlenség mindkét oldalan pozitiv szamok
allnak, ezért az eredetivel ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk, ha tekintjiik mind-
két oldal 10-es alapu logaritmusat:

(¥* =7x+12)Ig(x+1)>0,
Mivel x pozitiv, 1g (x + 1) > 0, kdvetkezésképpen elegendé megmondani, mikor tel-
jestil

X =T7x+12>0.

A bal oldalon 4ll6 masodfoku polinomfiiggvénynek a 3 és 4 szamok a zérushelyei,
igy a megoldasok: 0 < x <3 vagy 4 <ux.

80. Alkalmazzuk az y = 3" (> 0) helyettesitést!
2
y =12y+27 <0
¥ —28y+27
A masodfoku polinom gydktényezdés alakjat felhasznalva szorzatta alakitjuk az
egyenl6tlenség bal oldalan szerepld algebrai tort szamlalojat és nevezdjét.

=309 _,

(v=1)(r-27)
Készitsiink el6jeltablazatot!
v szamlalo nevezo tort

0<y<l + + +
1 + 0 nem ért.

1<y<3 + - -

3 0 - 0

3 < y< 9 — — +

9 0 - 0

9<y<27 + - -
27 + 0 nem ért.

27<y + +
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81.

Az y ismeretlent tartalmazo egyenlétlenség megoldashalmaza: |1; 3] U[9; 27[.
Tekintettel arra, hogy a 3 alapu exponencialis fiiggvény szigorian monoton ndveke-
do, az x ismeretlent tartalmazo egyenldtlenség megoldashalmaza: ]O; l] v [2; 3[.

Hasznaljuk fel az azonos alapu hatvanyok hanyadoséara vonatkozé 6sszefiiggést és
mindent irjunk fel 3-as alappal!
_\/5 <9
32x71 4
1
3(5—2x+1] S 32'

Hasznaljuk fel, hogy a 3-as alapt exponencialis fliggvény szigorian monoton né!

1_ 2x+1< 2, amelynek a megoldasa: —0,25 <x.
2

1.4. A logaritmus fogalma, azonossdgai

82.

83.

84.

85.

86.

87.

A logaritmus definicidja szerint log, b jeldli azt a kitevét, melyre a-t emelve a b-t
kapjuk (a>0; a#1; b>0), ezért:

a) 2; b) 4.
a)—1; b) 3.
a) 3; b) -2

s

! 4
! iy
a) log, \2 = log, 22 :%; b) log, V81 =log, 3° =3

g 3
a) log, o4 = log,27 = g; b) log, 4125 = log, 5* :% ]
a) Legyen log ; 4 = x! Ekkor a logaritmus és a tortkitevés hatvany definicioja miatt:

(B s

25 =2%



[ 1. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS — MEGOLDASOK ]

Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigoraan monoton.
x=4.

b) Legyen log,; 8 =x! Ekkor a logaritmus ¢s a tortkitevés hatvany definicioja
miatt:
() =5,
2§ =2’

Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigorian monoton.
x=09.

88. a) Legyen log,, v1000 = x! Ekkor a logaritmus ¢és a tortkitevés hatvany definicioja

miatt:
(0,1)" =+/1000,
3
107 =102
Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigorian monoton.
3
xX=—=.
2

b) Legyen 10g1

miatt: \/_

= x! Ekkor a logaritmus és a tortkitevds hatvany definicidja

-
3

]
3T=32
Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigorian monoton.
3
xX==.
2

e

a) log,a’=3;  b) log,Ja =log, a5 =—

1

90. a) loga = loga aia = _E;

-
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b) Legyen log, a® = x! Ekkor a logaritmus definiciéja miatt:

| W)=
a

—x 2
a’=a".
Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fiiggvény szigorian monoton.
x=-2.

91. a) Legyen log , Aa® = x! Ekkor a logaritmus és a tortkitevds hatvany definicioja
miatt:

2
3\ 3
(@) =a,

a* =ad.

W

Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fiiggvény szigorian monoton.

X=—.

9

b) Legyen log .- % =x! Ekkor a logaritmus ¢€s a tortkitevés hatvany definicidja
miatt: Ya

Felhasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény szigorian monoton.
2

xX=-=.

3

92. Hatvanyazonossag, illetve a logaritmus definicioja miatt:
a) (102)"" = (10%7)" = (Vi0)" =10
b) (24)10g23 _ (2log23)4 _ 34 _ 81
3

¢) Mivel a tortkitevds hatvany definicidja miatt 8 = 42 ezért

3 log, 25 3 3
gloes2s — (42) = (4‘%25)2 =(25)2 =5° =125.
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93.

Hatvanyazonossag, illetve a logaritmus definicioja miatt:

(] M R N R B

Hatvanyazonossag, illetve a logaritmus definicioja miatt:

((1)2 Jl"glz ([ljlogézJ_z
log, 2-log 17 4 3 3 272 1 1 1
9 3 — — _ —

((\/5)4)"’%4 ((\/5)10%4)4 T4 2R 20 1024

94.

95. Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

15-35
log; 15+log; 35—log, 21 =log; (15- 35)—log521—log5 =log,5" =2.

96. Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

log, 6 +log, 105 —log, 15 —log, 14 = log, (6-105)—log, (15-14) =

6-105
=log, ——=log,3=1.
Blsaa 08

97. Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

216-35
3log, 6+log, 35—log, 20 —log, 42 = log, (216-35) —log, (20-42) = log, ol
=log,9=2.

98. Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

1g\/ﬁ—%lg55—lg\/§+lg500=lg(\/ﬁ-SOO) lg(+/55-45)=1 @

5-411
~1g100=2.
. 3 [e] 1 o l \/§ 7 7
99. Tudjuk, hogy sin30°=—_ tg30°=—=; co0s30°=——; ezért azonossagot alkal-
2 NG 2
11 3
mazva: Ig4+1gsin30°+Igtg30°+1gcos30°=1g| 4. — - —- =1gl=0
g g gig g g[ 5 \/g 2] g
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100. Mivel

(sin30°+cos 30°)2 =sin*30°+2sin30°c0s30°+cos*30°=1+2-

1
2
tovabba sin 60° = ﬁ; ezért a kifejezés értéke 0.

(Felhasznaltuk, hogy sin’a + cos’a = 1.)

31 10
lg(2') 312 7E(5)_3(lglo-1g5) _3(1-a)

101. log,, 8=

1230  Ig3+1gl0  b+1 b+1 b+1

1.5. A logaritmusfiiggvény

102. a)

-t o |t /12 3 |4 |5 (6 |7 |8 |9y
-+

1
b) Mivel log, 5 =-1 és log, 8 =3, tovabba a fiiggvény szigortian monoton nd, igy
értékkészlete: [-1,3].
¢) A zérushely: x=2.

103. a)

U

1 1)’
b) Mivel log, i 2 és log, 4=1log, (E) =-2, tovabba a fliggvény szigorlian
2 2 2
monoton csdkken, igy értékkészlete: [-2,2].
c) A zérushely: x=1.
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104. a) V¥

b) Mivel log,2=1 ¢és log,8=3, tovabba f(x) szigorian monoton csokken, hi-
szen x > log, (x+3) szigortan monoton né, ezért az értékkészlet: [-5,1].

105. a) A logaritmus értelmezése miatt egyszerre teljesiilnie kell az alabbi egyenlétlensé-

geknek:
X +x-12>0;
{x +4>0.
Mivel
X +x—-12= (x+4)(x—3);
ezért

x> +x-12>0ebbdl x >3 vagy x<—4.
Osszevetve a mésik egyenlétlenséggel, adodik a kozos rész, ami a fliggvény ér-
telmezési tartomanya lesz: x >3, x e R,
b) A logaritmus azonosséagait alkalmazva:

f(x)=10g2 (x2 +)c—12)—10g2 (x+4)+3 =10g2x2+—i;12+3=10g2 (x—3)+3.
Zérushely:
f(x)=0,
log, (x—3)=-3,
x—3=27,
x=3,125.
c) I =

)
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1.6. Logaritmust tartalmazo egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlotlenségek

106.

107.

108.

Az egyenlet értelmezési tartomanya az ]—3; OO[ intervallum. Hasznaljuk fel az azo-
nos alapu logaritmusok kiilénbségére vonatkozo dsszefiiggést: log, (x_%—;'] =log,3!
X+

Tovabba hasznaljuk fel a logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasat!

x+5

x+3

x+5=3x+9,
x=-2.

A -2 eleme az értelmezési tartomanynak, ezért megoldas.

A logaritmus értelmezése miatt:
2x+3>0,
x>—=.
2
A logaritmus definicioja miatt:
2x+3=3,
x =120.

A kapott szam benne van az értelmezési tartomanyban, és behelyettesitéssel konnyt
ellendrizni a megoldas helyességét.

A logaritmus értelmezése miatt:
x*=3x>0,
x(x=3)>0;
ami pontosan akkor igaz, ha x <0 vagy x >3.
A logaritmus definicioja miatt:
2 2
x°=3x=2",
x> —=3x-4=0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: x, = 4; x, = —1. Mindkét szam ben-

ne van az egyenlet értelmezési tartomanyaban, igy az ekvivalens egyenletek miatt
pontosan ezek lesznek az eredeti egyenlet megoldésai is.
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109.

110.

111.

112.

A logaritmus definicioja miatt x > 0, tovabba
lgx=I1gl0-1g2,
10
Igx=1g—,
g g 5
lgx =1g5.
Mivel a pozitiv valos szamok halmazan értelmezett x > 1gx fliggvény szigortian

monoton, ezért a megoldas: x =5. Az ekvivalens egyenletek miatt pontosan ez lesz
az eredeti egyenlet megoldasa is.

A logaritmus definicidja és azonossagai miatt x > 0, tovabba
log, x =2(log, 3-log, 2),

3
log3x=210g35,
9
log, x =log, —.
23 g34

Mivel azx >0, x - log, x fliggvény szigoruan monoton, ezért a megoldas: x = 7

Az ekvivalens egyenletek miatt pontosan ez lesz az eredeti egyenlet megoldasa is.

A logaritmus értelmezése miatt x >0 és 5x—4 >0, ahonnan x > %.Atéﬂ nevezdje
nem lehet 0, ezért x # 1. Az egyenlet értelmezési tartomanya igy:
4
x>—, x#1.
5
A nevezdvel vald szorzas és logaritmusazonossag miatt:
2lgx =1g(5x—4),
lgx* = lg(5x—4).
A logaritmusfiiggvény szigori monotonitasa miatt:
X’ =5x-4,
x*=5x+4=0.
Ennek a masodfokt egyenletnek a megoldasai: x, =4; x, =1. Az egyenlet értelme-

z¢si tartomanya miatt x =1 nem megoldasa az eredeti egyenletnek, igy az ekviva-
lens egyenletek miatt pontosan x =4 lesz az eredeti egyenlet megoldasa.

A logaritmus értelmezése miatt x >3 és x > 2, ahonnan x > 3. Logaritmusazonos-
sagot alkalmazva:

log, =3 log,37".
x=2
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A logaritmusfiiggvény szigoru monotonitasat felhasznalva:

x-=3 _l

x-2 3
3x-9=x-2,

2x =1,

7

x=—.

2

A kapott szam benne van az értelmezési tartomanyban, igy az ekvivalens egyenle-
tek miatt pontosan ez lesz az eredeti egyenlet megoldasa is.

113. A logaritmus értelmezése miatt x > 0. Mivel azonossag miatt 1gx* = 21g x, tovabba
Ig’x =(lg x)z, igy az egyenlet:
2lgx=(lg x)z,
0=Igx(lgx-2).

Innen
lgx =0,
x=1
vagy
lgx=2,
x =100.

Behelyettesitéssel konnyen meggydzddhetiink a kapott megoldasok helyességérdl.

114. A logaritmus értelmezése miatt:
x<l1,

x—-1<0
és
1
1-—>0,
X
x—1
—>0,
) X
ezért az értelmezési tartomany a negativ valos szamok halmaza.

Logaritmusazonossagot alkalmazva:

log, 1_—’1‘ =log, 16,
1-=

X

x(l—x)

x—1

log, =log, 16,

log, (—x) =log, 16.
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115.

116.

117.

A logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasat felhasznalva kapjuk, hogy x =—-16.
A kapott szam benne van az értelmezési tartomanyban, igy az ekvivalens egyenle-
tek miatt pontosan ez lesz az eredeti egyenlet megoldasa is.

Az egyenlet értelmezési tartomanya az |I; 00| intervallum. Hasznaljuk fel az
alapra valo attérésre és azonos alapt logaritmusok kiilonbségére vonatkozd 6ssze-
figgéseket!
log, (x—1)+log, (x—1) =5,
log, (x—1)=2,5.
A definici6 alapjan:

5

32 =x-1,

5
x=32+1=1+9/3,
ami az értelmezési tartomanyban van, tehat megoldasa az egyenletnek.

A logaritmus értelmezése miatt x > 1; x > -3, igy az értelmezési tartomany: x >1.
Azonossagot alkalmazva:
Ig(x—1)(2x+6) =1g(x+3).
A logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasat felhasznalva:
(x-1)(2x+6)=(x+3),
innen:
x*—2x-15=0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: x, = -3; x, =5, melyek koziil csak
x =5 eleme az értelmezési tartomanynak, igy csakis ez lehet a megoldas. Behe-
lyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink arrdl, hogy valoban megoldasa az eredeti
egyenletnek.

Mivel a jobb oldalon a logaritmus definicioja, illetve azonossag miatt:
2
log, 2 —log, 3 =log, 3

igy a logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasat felhasznalva az eredeti egyenlet-
bél

log, log, (x + 9) =

W | N

Innen:

W

log, (x+9)=8

A logaritmus értelmezése miatt ebbdl x+9 =16, ebbdl x = 7. Behelyettesitéssel
meggy6zOdhetiink arrdl, hogy a kapott szam megoldasa az eredeti egyenletnek.

=4.
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118.

119.

120.

A logaritmus értelmezése miatt x > 0. Térjiink at 2-es alapti logaritmusra! Az atté-
rési képlet alapjan:

log, 4 2 ©
1 1

log,, x = 98 % _ 08T ert
log,16 4

%log2 x =17, ebbdl log, x =4,

ahonnan x =16.

Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink rola, hogy a kapott szim megoldasa az eredeti
egyenletnek.

A logaritmus értelmezése miatt x > 0; x # 1. Térjiink at 3-as alapu logaritmusra:

log,3 1
log, x = log,x _log, ¥ és log ,3= %85 ~ = !
log, 9 2 g log, x~ 2log, x
Bevezetve az a =log, x helyettesitést, az eredeti egyenlet:
a 1
—+—=1
2 2a
Innen 2a-val vald szorzas, majd rendezés utan adodik, hogy
a’*-2a+1=0,
(a-1) =0,

ahonnan a = 1, ebbdl x = 3.
Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink rdla, hogy a kapott szam megoldasa az eredeti
egyenletnek.

A logaritmus értelmezése miatt: x > 0; x # 1. Térjilink at 3-as alapu logaritmusra:

1
log,~x= 10g34x = 4log, x =4 ¢és log, x= iﬂ; =—log, x!
10g3 \/; 10g3 X 3 10g3 -
3
A kapott egyenlet:

log, x+log, x =4,
ahonnan azonossagot alkalmazva:
log, x =log, 9.
A logaritmusfiiggvény szigori monotonitasat felhaszndlva adodik, hogy x =9,
amely eleme az értelmezési tartomanynak, ezért az ekvivalens egyenletek miatt az
eredeti egyenlet egyetlen megoldésa.
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121.

122.

123.

A logaritmus értelmezése miatt: x > 0; x = 1. Térjlink at 2-es alapt logaritmusra:
log, (x+12) _ log, (x+12) s log, 2 = !
log, 4 2 log, x

log, (x+12) =
gy
log, (x+12) 1

2 log,x
log, (x +12) =log, x°.

A logaritmusfiiggvény szigoru monotonitasat felhasznalva adodik, hogy

x+12=x% ebbdl x* —x—12
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: x, = -3; x, =4, melyek koziil csak
x =4 eleme az értelmezési tartomanynak, igy csakis ez lehet a megoldas. Behe-
lyettesitve konnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy valoban megoldasa az eredeti
egyenletnek.

A logaritmus értelmezése miatt x > 0. A négyzetgyok értelmezése miatt, felhasz-
nalva, hogy az x> lgx fliggvény szigorian monoton nd: x =1, ami megadja az
értelmezési tartomanyt.

Mivel a logaritmusfiiggvény szigorian monoton, tovabba mindkét oldalon pozitiv
szamok allnak, ezért ekvivalens egyenlethez jutunk, ha tekintjiik mindkét oldal 10-
es alapt logaritmusat. Azonossagot alkalmazva:

A logaritmus definicidja miatt x =10. Behelyettesitve konnyen meggy6z6dhetiink
arrol, hogy valéban megoldasa az eredeti egyenletnek.

A logaritmus értelmezése miatt x > 0. Mivel a logaritmusfliggvény szigortian mo-
noton, tovabba mindkét oldalon pozitiv szamok allnak, ezért ekvivalens egyenlet-
hez jutunk, ha tekintjiik mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat.

Azonossagot alkalmazva kapjuk, hogy

0,1+0,2Igx)1 x:ll X,
( gx)lgx=—lg

(0,1+0,21gx—0,5)lgx =0,
ahonnan
lgx=0 vagy 0,21gx=0,4, ebbdlIgx =2.
A logaritmus definicioja miatt x =1 vagy x =100. Behelyettesitve konnyen meg-
gy6z6dhetiink arrol, hogy ezek valoban megoldasai az eredeti egyenletnek.
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124.

125.

126.

A logaritmus értelmezése miatt 9* > 1. Felhaszndlva az exponencialis fiiggvény
szigortian monoton novekedését: x —3 > 0, ebbdl x > 3. Azonossagokat alkalmazva:

1g[10(3**3 +15)] = 1g[3(9H —1)].
A logaritmusfiiggvény szigoraan monoton novekedése miatt
103 +15)=3(9"-1).
Legyen 3> =a (a > 0)! Ekkor
10a +150=3a* -3,
0=3a’-10a—-153.

17
Ennek megoldasai a, =9 ¢és a, = 3 Csak a pozitiv érték johet szoba:

3 =3%
Felhasznalva az exponencialis fliggvény szigorian monoton novekedését.
x=35.
Ez eleme az értelmezési tartomanynak, ezért az ekvivalens egyenletek miatt az ere-
deti egyenlet egyetlen megoldasa.

Osszeadva az egyenleteket:

2log, x =8,
log, x =4,
] x =16.
Igy akkor
log, y =1,
y=2.

Behelyettesitéssel konnyli meggyéz6dni a kapott megoldas helyességérol.

Legyen lgx =a; lgy =b! Ekkor az egyenletrendszer:

2a+3b=-1,
Sa+2b=3.
Az els6 egyenlet (—2)-szereséhez hozzaadva a masodik egyenlet 3-szorosat:
lla =11,

a=1,ebbdl b=-1,
ahonnan
x=10; y =0,1.
Behelyettesitéssel konnyli meggyéz6dni a kapott megoldas helyességérol.



[

127.

128.
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1. HATVANY, GYOK, LOGARITMUS — MEGOLDASOK ]
A logaritmus definicidja miatt x > 0; y > 0. A masodik egyenlet miatt x =10y + 900,
ezért az elsd egyenletben logaritmusazonossagot alkalmazva:
Ig 10y +900 _ 2,
¥
10y +900 _ 100,
y
900=90y,

10 = y, ebbdl x =1000.

Behelyettesitéssel konnyli meggy6zddni a kapott megoldas helyességérol.

A logaritmus értelmezése miatt x és y pozitiv szam. Az elsé egyenletben attérve 4-es
alapra:
log, x =2log, v,

log, x =log, y*.
Felhasznalva a logaritmusfiiggvény szigortian monoton tulajdonsagat:

x =y
A masodik egyenletbe helyettesitve adodik, hogy
X' —5x+4=0,

melynek megoldasai x =1, x =4.
Az egyenletrendszer megoldasai ezért x, =1; y, =1 és x, =4; y, =2.
Behelyettesitéssel konnyen meggydzddhetiink a kapott megoldasok helyességérdl.

A logaritmus értelmezése miatt x; y és z pozitiv szam. Az egyenletekben attérve
4-es, 9-es, illetve 16-0s alapu logaritmusra:
2log, x+log, y+log, z =2,

log, x +2log, y +log, z =2,
log,, x+log,, y+2log,,z=2.

Azonossagok felhasznalasaval:
log, (xzyz) =2,
log, (xyzz) =2,
log, (xyzz) =2.

Innen a definicid miatt:

x’yz =16,
xy’z =81,
xyz* =256.
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130.

131.

Osszeszorozva az egyenleteket adodik, hogy
(xyz)4 = (2 . 3-4)4, ebbdl xyz = 24.
Az egyenletrendszer utolsé alakjaban szerepld egyenleteket elosztva xyz-vel meg-
27 32

2
kapjuk az ismeretlenek értékeit: x = 3; y= 3 z 3

Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk.

Mivel a pozitiv valos szamok halmazan értelmezett x> Igx fliggvény szigortan
monoton, tovabba az elsé egyenletben mindkét oldalon pozitiv szdmok allnak, igy
az elsd egyenlettel ekvivalens egyenlethez jutunk, ha vessziik mindkét oldal 10-es
alapu logaritmusat:

(x2 +7x+12)1gy =0.

Innen x*+7x+12=0 vagy y=1.

A masodfoku egyenlet megoldasai: x, =—-3; x, = —4. Az egyenletrendszer megol-
dasai ezért: x, =-3; y,=9; x, =—4; y, =10; x, =5; y, =1.

Behelyettesitéssel konnyen meggydzddhetiink a kapott megoldasok helyességérdl.

A logaritmus értelmezése miatt x+y >0 és x—y > 0. Az egyenleteket atalakithat-
juk a hatvanyozas és a logaritmus azonossagainak figyelembevételével az alabbiak
szerint:

52 =5

log, (x2 —yz) =2.

Felhasznalva az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat, vala-

=y
2
x> —y? =16.

=2y-x,

Az els6 egyenletbdl adodo y = 5 X 9sszefiiggést a masodikba beirva:
xt - i x> =16,
25

x? =25,
ahonnan

x, =5, ebbdl y, = 3, illetve x, = =5, ebbdl y, = -3,
azonban ez utobbi szampar nem felel meg a feltételeknek, igy nem lesz megoldasa
az eredeti egyenletrendszernek. Behelyettesitéssel meggydzddhetiink a fenti elsd
megoldas helyességérol.
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132. A logaritmus értelmezése miatt x és y csak pozitiv szamok lehetnek. Felhasznalva a

133.

134.

log;x+y =2,
log,x=2-y,
x=5".
Behelyettesitve a masodik egyenletbe:
(5) =57
5*}’2+2y — 573.
Felhasznaljuk az exponencialis fliggvény szigortian monoton tulajdonsagat.
¥ -2y=3
Y -2y-3=0.

. . 1
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai y, = 3, amibdl x, =— és y, =—1, de
ez utobbi nem lehetséges. 5
Behelyettesitéssel konnyen meggydzddhetiink a kapott megoldas helyességérol.

Az értelmezési tartomany: x > 0 és y > 0.
log,x +log,y* =12,
log, (xy3) =6.

Az értelmezési tartomanyon (a logaritmusok Osszegére vonatkozd azonossagot
hasznalva) ez ekvivalens a kovetkezdvel:

log, (xyz) =12,
log, (xy3) =6.

Ebbdl a logaritmus definicidja miatt:

( xyz) — 312’
(xy3) =36
Az elsd egyenletet osztva a masodikkal, a kovetkezot kapjuk: — =3°, azaz y =37,

ebbdl x = 3**. Mindkett6rdl ellendrizhetd, hogy az értelmezési fartomanyban van.

A logaritmus definicidja miatt x > 2. Mivel a 3-as alapu logaritmusfiiggvény szi-
gortian monoton nd, tovabba 1=1log, 3, ezért a feladatban szerepld egyenlétlenség
ekvivalens a kovetkezOvel: x—2 <3, ahonnan x < 5.

Az eredeti egyenl6tlenségnek tehat azok az x valos szamok megoldasai, melyekre:
2<x<5.
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135.

136.

137.

138.

A logaritmus értelmezése miatt x > 0. A négyzetgydk definicioja miatt log,; x>0
kell hogy teljesiiljon.

Mivel 0=log,;1; tovabba a 0,5 alapu logaritmusfiiggvény szigoriian monoton
csokken, ezért az értelmezési tartomany: 0< x <1.

A logaritmus értelmezése miatt x—2> 0. Mivel log,, 0,2 =1; tovabba a 0,2 alapt
logaritmusfiiggvény szigortian monoton csokken, ezért x—2<0,2, ebbdl x <2,2;
kovetkezésképpen: 2 <x<2,2.

x-3 .
A logaritmus értelmezése miatt y— >0,ebbll3< x <4.

Mivel a pozitiv valds szamok halmazan értelmezett x = Igx fliggvény szigortian
monoton nd és Igl = 0; ezért

ahonnan x >4 vagy x < %
Osszevetve az értelmezési tartoméannyal adodik, hogy az egyenlétlenség megolda-
7
D 3<x<—.
sa >

“31 >0,ebb61x>% vagy x<-3.

A logaritmus értelmezése miatt

Mivel 0=log,,1; tovabba a 0,5 alapi logaritmusfiiggvény szigoruan monoton
csokken, ezért:
x+3 <
2x -1
x+3-2x+1 <0;
2x -1
4-x

L

ahonnan

1
x 24 vagy X<z
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139.

140.

Osszevetve az értelmezési tartomannyal adodik, hogy az egyenldtlenség megolda-
sa: x >4 vagy x <-3.

A logaritmus értelmezése miatt
6x>—x—1>0;

ot

1
x>5 vagy x<—§.

ahonnan

Felhasznaltuk a méasodfoku polinom gyoktényezds alakjat.
A négyzetgyok értelmezése miatt
log, (6x2 —x— 1) 0.
Mivel 0=log,;1; tovabba a 0,5 alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton
csokken, ezért
6x* —x—1<1;

6x*—x—-2<0;

ahonnan

Felhasznaltuk a méasodfoku polinom gyoktényezds alakjat.

. 1 1
Osszevetve a két egyenl6tlenséget adodik a megoldas: _ESX<_§ vagy

1 2
—<x<—.
2 3

Térjiink at 10-es alapu logaritmusra! Kapjuk, hogy
log, 2007 = 182007 oy 5 182
g2 1g2007

Vegylik észre, hogy ezek a pozitiv szamok egymas reciprokai, valamint jeloljiik

egyikiiket g-val! Elegendd belatnunk, hogy a + 1 > 2.

a
Ekvivalens egyenldtlenséghez jutunk, ha a-val szorzunk, hiszen a > 0:
a* +1>2a;
a*-2a+1>0;

(a—1) >0;
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141.

142.

ami igaz, hiszen a #1.
Ezzel az eredeti egyenldtlenséget is igazoltuk.

Megjegyzés:
Hivatkozhattunk volna a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenségre is.

Térjiink at 10-es alapu logaritmusra! Azt kapjuk, hogy
log45—lgs log 6—1g6 1g7—lg7 1og78=1g—8.
lg4 lg5’ Ig6 g7

A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség kétvaltozos alakjat alkalmazva:

log, 5+log, 6> 2 | 8. 186 _, |16,
Ig4 1g5 g4’

log, 7+log,8>2 le7 1e8 _ =2 lg_8
g6 1g7 g6

Ismét alkalmazva:

1g6 lg8 / /
log, 5+log. 6+1log, 7+1log, 8>2 +2
2.4 gs (293 g7 g4 lg6 6
2 lg >44 lg8 44 lg2 4‘{/g
lg4 g4 g2 2

A feladatban szerepl6 egyenlotlenseg b1zony1tasahoz elegendd belatnunk, hogy

4 2 >1,1.
2
Negyedik hatvanyra emelve: 1,5>1,4641, ami igaz.
Megjegyzés:

Hivatkozhattunk volna a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség négy
valtozoéra felirt alakjara is.

Vegyiik észre, hogy 2-3-5=30; ezért log,, 2+log,, 3+log,, 5 =log,,(2-3-5) =
Vezessiik be a log,, 2 =a; log,, 3=0b; log,,5=c jeloléseket!
A fentiek miatt elegendé megmutatnunk, hogy
(a+b+ c)
3

a+b+c >
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Ekvivalens atalakitasokkal:
3a* +3b* +3c¢* > (a+b+c)2 :
3a* +3b* +3¢* > a* +b* +¢* + 2ab+2bc + 2ca;
2a% +2b* +2¢* —2ab—2bc—2ca > 0;
(a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0.
Ez nyilvan igaz, hiszen a, b és ¢ paronként kiillonb6zok! Ezzel a feladatot megoldot-

tuk.

Megjegyzés:
Hivatkozhattunk volna a négyzetes és szamtani kézepek kozotti egyenldtlenség ha-
rom valtozora felirt alakjara is.

143. Attérve 2-es alapra a logaritmusban:
—log, (x+2)<—4,x+2>0; x> -2,
log, (x+2)>4,
log, (x+2)>log,16.

Ez pedig pontosan akkor teljesiil (felhasznalva a 2-es alapu logaritmus fiiggvény
szigorti monoton ndvekedését):
x+22>16,

x >14.



2. Trigonometria - megoldasok

2.1. Osszefiiggések a haromsziog oldalai és szogei kozott

144.

145.

146.

147.

A haromszog harmadik szdge 70°-os. A szinusztétel alapjan:
@ _sin25% i h6la=5.94 cm;
14 sin85°
b sin70°

—=—,¢ebb6l b=13,21 cm.
14 sin85°

A hianyzo két szog 6sszege B +y =150%
B =x, y=2x,ebbdl x =50°% f =50° y =100°.

A szinusztétel alapjan: i = @i’ ebbdl b =30,64 cm;
20 sin30°
© _sinl00° bl e =39.39 cm.
20  sin30°
A két ismert oldalra alkalmazzuk a szinusztételt:
15 _sinB  pbslsin g =0,6810:
10 sin27°

amibdl B =42,92° vagy B =137,08°. A masodik lehet6ség nem fordulhat eld,
ugyanis a szoveg alapjan B csak a méasodik legnagyobb szoge a haromszognek.
Azaz B =42,92° gy y =180°—(a + B) =110,08°.

A héaromszog harom szoge: a =47°% B =62° y =71°. A két oldal kiilénbsége:
b—a = 6. A szinusztétel alapjan:
b sin62°
a sin47°
Ezt a kiilonbségre vonatkozé Osszefliggésbe helyettesitve:
b—a=0,207a =6, ebbbl a =28,99 cm.

=1,207,ebbdl b =1,207a.
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148. Tekintsik at az abrat!

B D C

Az ABCa A-csticsabol kiindulé egyik szogharmadol6 a szemkdzti BC oldalt D-ben
metszi, DAB< =20° Az ABDa szdgei 20°, 60°, 100° nagysaguak. A szinuszté-
telt felirva meghatarozzuk BD-t:
BD  sin20°
25  sin100°

A szimmetria miatt nyilvan a harom szakasz koziil még egy ugyanilyen hossz, a
harmadik (a k6zéps6) pedig: 25—-2-8,68 = 7,64 cm hosszu.

,ebbdl BD =8,68 cm.

149. Legyen az a hosszusagu befogoval szemkozti sz6g o =30° valamint jeldlje b a
masik befogd hosszat! Ekkor

sin30° = %, ebbdbl a =8sin30°=4 cm;
4
8

c0s30° =—, ebbbl b =8c0s30°=6,93 cm.

150. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

Az abra alapjan:

sing = g, ebbdl a =30°¢és B =60°;

8 «
cosa =—,ebbllc =
c cosa

~9,24 cm.

fgy a teriilet: r_ C,Zm

~18,48 cm’.
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151.

152.

153.

Legyen y =70°; =10 cm; ¢ =23,5 cm!

c=235

A szinusztétel alapjan:
10 sin B .
—= ,ebbdl sin B =0,4, ebbdl B =23,6° va =156,4°
23,5 sin70° P P & B
¢és ez utobbi nem lehetséges.

Azaz [ =23,6° ebbdl a =86,4° ebbdl a =10

_ sin 86, 4°

- =24,93 cm.
sin23,6°

A haromszog szogeire o < f <y, mivel egy szdmtani sorozat egymast kovetd tag-
jai, ezért felirhato: a = B —d; y = B +d; amibol
oa+P+y=B—-d+p+p+d=3F=180°ebbdl f =60°.
A szinusztételt felirva a két rovidebb oldalra:
S SN bsla = 38,20
7 sin60°
mivel o kisebb mint . Igy ¥ =180°—(a + ) = 81,8°.
A hianyzo oldal meghatarozasahoz ismét a szinusztételt alkalmazzuk:
€ ST epbol £ = S08L8 gl e =8 em.
b sinf 7  sin60°

Az alabbi abran D jeldli a beirt kor érintési pontjat az atfogon. Legyen r a beirt kor
sugara!

Az abra alapjan:

cos B :%, ebbdl B =53,13°.

A Pitagorasz-tételbol:

b=+10*-6> =8cm.



2. TRIGONOMETRIA — MEGOLDASOK

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

A korhoz huzott érintdszakaszok egyenldségét felhasznalva:
10=6—r+8—r,ebbSl r =2 cm.

A feladat szovege alapjan o =5x; B =6x; y =7x. Igy
5x+6x+7x=180° ¢ebbdl x =10°; azaz o =50° f =60° y =70°.
Az oldalak aranya a szinusztétel alapjan:
a:b:c=sina:sinf:siny,ebbdl a =0,7660y; b=0,8660y; ¢ =0,9397y.
Igy a keriiletet ismerve:
0,7660y +0,8660y 40,9397y =100, ebbdl y = 38,88 cm.
Azaz a legrovidebb oldal hossza: a =29,79 cm.

A mértani sorozat definicidja alapjan:
a+pB+y=a+1,5a+(1,5)" -a=180°ebbsl o =37,89° B =56,84° y =85,25°.
A szinusztételt alkalmazva: = sin85,25%

- ,ebbbl ¢ =17,85 cm.
11 sin37,89°

A haromszog teriilete a két esetben egyenld
7 27.38~251n37 _27-38-sin143 ~308,73 mm’.

A teriiletbdl sino = 275 l, ebbdl o =30° vagy a =150°.
12-25 2

T =28-82-sin111°~2143,5 mm".

Hasznaljuka T =a-b-sina sszefiiggést!

a)T=20~%:10\/§;

b)T:ZS\E-gzz&

A trapéz két atlojanak hajlasszoge 60°, igy az el6z6 osszefliggést felhasznalva
13> -sin60° 1693
= cm”.
2 4
_7-8-5in103,47° . 9-10-sin76,53°
2 2

T:

T 71.
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162. A kdzépponti szogek: 60°, 80°, 100°, 120°. A négyszog teriilete egyenld a 4 kdzép-
ponti haromszog teriiletének dsszegével.

2
T = %(sin 60° +5sin80° +5sin100° +sin 120°) = 64 (sin 60° +sin80°) ~ 118,45 cm”.

163. A 24 E 8

D 15 c
Az ABCD trapéz hosszabbik alapja AB =24 cm, a rovidebb alap CD =15 cm, az
AD szar hossza 10 cm, tovabba CBA< =70°. Az AD szarral C-n at hiizott parhuza-
mos egyenes az AB alapot E-ben metszi. Az EBC haromszdgben
EB=24-15=9cm és EC = A4D =10 cm. Erre a haromszdgre alkalmazva a szi-
nusztételt (felhasznaljuk, hogy a BCE< kisebb, mint 70°, ugyanis a vele szemkozti
oldal kisebb, mint a 70°-os szoggel szemkdzti oldal):

SINBCES 9 bbisl BCE< = 57,759, ebbl BEC<x = 180° — (70°+ 57,75°) = 52,25°.
sin 70° 10 BC  sins52.25°
Igy ujra alkalmazva a szinusztételt: — = sm—,’ ebbdl BC =8,4 cm.

10 sin 70°

164. A hosszabbik atld és a két oldal altal meghatarozott tompaszdgli haromszog két
hegyesszoge 20°-0s és 42°-0s. Azaz a tompaszog 180°—(20°+42°)=118°. Igy a
szinusztételt alkalmazva erre a haromszogre, az atlot e-vel jelolve:

e _sinlI8% bl e=39.59 cm.
30 sin42°
e
20°
30

165. Az atl6 és a két oldal altal meghatarozott tompaszogli haromszog szogei 18°, 47°
és 180°—(18°+47°) =115° nagysaguak.
A szinusztételt alkalmazva meghatarozzuk az oldalak hosszsagat:

@ _ SII8 bbgla=511cm, e 2 =47 ebbgip=12,1 cm.

15 sinll5° 15 sinll5°
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Igy a paralelogramma teriilete: T =a-b-sing = 56,04 cm” (ahol @ jeloli a parale-
logramma egyik szogét, ami 65°).

166. A koszinusztételt felhasznalva a harmadik oldal hossza:
¢* =19 +26%-2-19-26-c0s58°, ebbbl ¢ = 22,66 cm.

167. A koszinusztételt felirva adodik:
48* =35 +¢* —2-35-c-c0s62°;
mely masodfoktl egyenletet megoldva c-re azt kapjuk: ¢, =53,16 és ¢, =-20,3.
A két megoldas koziil csak az elsé lesz megfeleld, azaz a haromszég harmadik ol-
dala 53,16 cm hosszu.

168. A koszinusztételt felhasznalva:

b +c’-a’
cosqt =——,
2bc
2 2 172
coso :Mzo,goos’
2:17-26
o =25,78°.

169. Az oldalhosszisagok: 3 cm, 5 cm, 7 cm.
A koszinusztételt felhasznalva a legnagyobb szdgre:

a+b-cf
cosy =———,
2ab
2 2 2
cosy:3 5 -7 =-0,5,
2-3.5
y =120°

ey

a+b’-c’

cosy = ,

2ab

2 2 _ 2. \2 L2
cosy = L H (2@’ (1,20’ _ 0,364 < 1527,
2-a-(1,2-a) 2,4-a
y =81,22°.
171. A haromszdg teriilete:
-b-si . 2
7P ST bbélsing :—2:0,8824
a

¢és mivel a haromszog hegyesszogl, ezért y = 61,93°.
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172.

173.

A koszinusztétel alapjan a ¢ oldal:
¢ =+\la’ +b —2abcosy =19,21 cm.
fgy a haromszog keriilete: K = 56,21 cm.

A stlyvonal hossza a haromszog oldalainak hosszabol meghatarozhaté:
_ N2a® +2b* —¢?
c 2 :
Ide beirva az ismert adatokat a hianyzo ¢ oldal meghatarozhato:
2 2 2
18- V2:322 4246 —¢
2
c=+504 22,45 cm.
A haromszog legkisebb szoge a legrovidebb oldallal szemkozti sz6g, ami jelen eset-
ben y.
A koszinusztétel segitségével hatarozzuk meg:

E

2 2 2
cosy = TP = (8954, ebbsl y = 26,44°.
2ab
Hasznaljuk az abra jeldléseit!
B
a=>5 b
c
¢ s,=6 c
b=8 a

Tiikrozziik a C csucsot a B4 szakasz felezOpontjara! Ekkor az AC'BC négyszog
egy paralelogramma, igy a paralelogramma tulajdonsagok hasznalhatok. Az AC'C
haromszogben a koszinusztétel:
45’ =a’ +b* —2abcos(180°—y ) = a’ +b* +2abcosy.
Az ABC haromszodgben a koszinusztétel alkalmazasaval kaphato, hogy
a+b*-c’
cosy =——.
2ab

. I L g , 2d°+2b° =¢?
Ezt behelyettesitve az el6zd egyenletbe adodik, hogy s, = —

(Ez megjegyzésre érdemes eredmény.)

Helyettesitsiik be a kapott egyenletbe az ismert adatokat!
_ 2-5°4+2.8°-¢*

R E—

62
Ebbél ¢ =34 ~5,83.
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a) A haromszog szogeit a koszinusztétellel hatarozhatjuk meg:

2,2
cosy = S ¥ o34 0,6875, y ~ 46,57°
80
2 Q2
cos =478 10,0857, B ~94,92°
10734

o =180°—B—y ~38,51°

b .
b) A haromszog koré irt kor sugara: r = %, ahol a T"a haromszog teriilete, ami

c) a Heron-képlettel szamolhato: T = \/s (s—a)(s—b)(s—c), ahol s a haromszog
keriiletének fele. 7~ 14,52, r ~ 4,01. A teriilet a trigonometrikus tertiletképlettel

. bsin
is szamolhato: 7 = u.

174. Tekintsiik a mellékelt abrat!

. b .
A szogfelezotétel szerint AD = . Alkalmazzuk a koszinusztételt az ABC ha-
a+
; . b+’ -a’ .. .
romszogben! Azt kapjuk, hogy cosa = T Alkalmazzuk ujra a koszi-
c

nusztételt az ACD haromszogben, és hasznaljuk az elébbicket!
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1,2 =b"+A4D* 24D -b-cosa =

T b’c’ be b+ -d’ _

(a+b)2 a+b 2bc
b2c? b(b2 +c —az)

:b2+(a+b)2_ s =
= (a+bb)2 [b(a+b) +be>~(a+b)(b +¢*—a’) | =

= b <0t2b+2ab2-i-b3+bc2—abz—0tc2+03—b3—bc2 +a2b):
(a+b)2

- ab(a2 +2ab+b* —cz) - ab((a+b)2 _02) ab(a+b—c)(a+b+c)

(a+b)2 (a-i—b)2 (a-i—b)2
(Egy 6nmagéaban is érdekes eredmény.)
Helyettesitsiik be a kapott egyenletbe az ismert adatokat!
40(169 ¢’
16 = —( )
169
> =101,4.
Mivel ¢ pozitiv, ¢ =10,07.
A Heron-képletbdl a haromszdg teriilete: 7' ~19,76. A haromszdg keriiletének a

>

fele: s =11,54. A haromszdg beirt kdrének sugara: p = r ~1,71.
s

175. Tekintsiik az abrat! Az abran lathat6 négyszogek paralelogrammak.
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176.

177.

A koszinusztétel alapjan:
AE =~@* +b* —2abcos135° =

=\a* +b’ +ab2.
Hasonloképpen:

EF =b* +¢* +bc\/5,
FC=+c"+d’ +caV2.
Ugyanakkor AC? :2(a+b+c)2 —2(a+b+c)2 cosl35°:(a+b+c)2 -(2+\/§),

azaz AC:(a+b+c)\/2+\/§.

Lathato, hogy a feladat allitasa: AE + EF + FA > AC. Ez pedig nyilvanvalo.

5/

K
Jelolje e azt az utat, amit 1 csomo6 sebességgel haladva 1 dra alatt tesziink meg! Az ab-
ran K jeloli a kikotot, L a lakatlan szigetet, F' pedig azt a pontot, ahol a hajo iranyt
valtoztatott. Keressiik a KL szakasz hosszat. A KFLa KF oldala 3-15¢ =45e, az FL
oldal pedig 2-20e =40e hosszisagu. Alkalmazva a koszinusztételt kapjuk, hogy
KL= \/(45e)2 +(40e)’> —2-(45¢)-(40e)cos135° = 78,55¢,
amit a galamb 80 csomd sebességgel repiilve 0,98 ora alatt tesz meg, és mivel
20:00-kor indult, ezért kb. 20:59-kor érkezik a kikotObe.
A masik kérdés az LKF< -re vonatkozik. Hasznaljuk a szinusztételt:
511'1LKF<): _ 40e ~0,3601;
sin135°  78,55¢
amibdl a keresett hegyesszog: LKF< ~ 21,1°.

Jelolje a, b és ¢ a haromszog oldalait, és legyen ¢ =40 cm tovabba y = 60°! A fe-
ladat alapjan b—a =5, azaz a koszinusztételt felirva kapjuk:
¢’ =a’ +b> —2abcosy, 40> =a’ +(a+5)* —2a(a+5)cos60°
amibdl rendezéssel az alabbi masodfoku egyenlethez jutunk:
a*+5a-1575=0;
mely egyenlet megoldasai: a, =37,26 és a, =—42,26, ahol csak az elsd lesz a
megoldasa a feladatnak.
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Igy a haromszog hianyzo oldalai: @ = 37,26 cm és b=a+5=42,26 cm hossziak.
A hianyzo szogeket pedig példaul a koszinusztétebdl hatarozhatjuk meg:
2 2 2
cosa :b+c—a, azaz a =53,78°
2bc
mig B =180°—(a+7) = 66,22°

178. Jeldlje a trapéz cstcsait A, B, C, D, tovabba legyen AB =18 cm, CD =11cm,
BC=7,5cm és AD =9 cm! Huzzunk parhuzamost AD-vel C-n keresztiil, és az
AB-vel alkotott metszéspontjat jeldlje E! Az EBCa -ben a konstrukcio miatt az
EB=18-11=7cm és EC = AD =9 cm. Igy a haromszog mindharom oldalét is-
merjiik, azaz a koszinusztétel segitségével tetszéleges sz6gét meghatarozhatjuk, igy
a kérdéses EBC« -et is:

2 2 2
cos EBC« = w =0,2309, ebbdl EBC< =76,65°.
2-7-1,5
D 11 c
9 / 75
A 18 E B

179.

B

A vilagitotornyok helyét jelolje 4 és B, a hajonk pillanatnyi helyét pedig H! Az AB
szakaszon a kikoté helyét jelolje K! fgy HK az AHB<« szogfelezbje. Jeldlje az
AHB< szbget Q! A szogfelez6tétel alapjan:

AK : BK = AH : BH =25:37 ebb6l AK =25x, BK =37x.
A koszinuszstételt felirva az AHK és BHK haromszogekre:

c0s? - 25° +24,58" —(25x)° 377 +24,58° - (37x)’
2 2.25.24,58 2-.24,58-37 '
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Ebbdl rendezés utan adodik, hogy x =0,5889 km, amibdl
AB =25x+37x=36,51 km.
36,51
40

Ezt az utat 40 % sebességgel =0,9128 6ra, azaz 54 perc és 46 masodperc

alatt teheti meg a toronyor.

180. g1

A K B
Az el6z6 feladattal megegyez6 mdodon szamolhatd, a minimalisan sziikséges id6:

23 perc és 53 masodperc.

181. ) W) ]

C
A tornyot a harom telepiilés (4, B, C) altal meghatarozott haromszog koriilirt koré-
nek kdzéppontjaba épitik, ugyanis ez az a pont a sikon, amelyik a harom cstcstol
egyenld tavolsagra van. A koriilirt kor sugarat meghatarozhatjuk példaul az alabbi
Osszefiiggés segitségével:

R=—12

2sina
Azaz csak a haromszog egy szogét kell kiszamolnunk. Ezt a koszinusztétel segitsé-
gével tessziik:
2 2 2 2 2 2
cosq = e MW R TI2 G 4071 ebbsl a = 36,2
2bc 2-14-20

fgy R :Z’L =10,16 km, és a berendezésnek legalabb ekkora hatésugarunak
sina

kell lenni.
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182.

A tornyot a harom telepiilés (4, B, C) altal meghatarozott haromszog korilirt ko-
rének kozéppontjaba épitik, ugyanis ez az a pont a sikon, amelyik a harom cstcs-
tol egyenld tavolsdgra van. A kérdezett szog a haromszodg legrovidebb oldalaval

szemkozti szogének a kétszerese (kozépponti-keriileti szogek tétele), azaz 2a.
Az a meghatarozasa a koszinusztétel segitségével:
b+ -a’
coso =

=0,8333, ebbbl a =33,56°;
2bc
azaz a kérdéses szog: 2a = 67,12°.

183.

A les helye a harom telepiilés altal meghatarozott haromszog beirt kdrének kdzép-
pontja, a kérdezett tdvolsag pedig e kor sugara, ami az alabbi Osszefiiggés segitsé-

2T
gével szamolhatd: r = a A haromszog teriilete:

T a.bozsmy _ 4-6.521n53 9,58 k.
A kertilet kiszamitasahoz a hianyzo6 oldal hosszat kell kiszamitanunk, amit koszi-
nusztétellel tehetiink meg:

¢ =+\Ja® + b —2abcosy = 4,81 km.

Azaz K =4+6+4,81=14,81km. gy a beirt kor sugara, azaz a kérdezett tivolsag:
2T
r=—=1,29 km.

K



[
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2.2. Forgasszogek szogfiiggvényei

184.

185.

>

D

El6szor meghatarozzuk a BD 4tl6 hosszat a BCD haromszogben felirt koszinuszté-
tel segitségével: BD =127 +20% —2-12-20-c0s95° = 24,2 m.
Ugyanebben a haromszogben a DBC< szinusztétellel szamolhato:

SInDBCE _ 20 61 sin DBC4c = 0,8233

sin 95° 24,2

¢s mivel DBC< hegyesszog, ezért DBC<t = 55,42°.
gy DBA<« =110°-55,42°=54,58°, amibdl a DBA haromszdgben koszinusztétel-
lel a kérdéses AD hosszara AD = \/102 +24,2*-2.10-24,2-c0s54,58° = 20,13 m
adodik.

El6szor koszinusztétellel meghatarozzuk a BCD haromszdgben a DBC<t-et:
2 2 2
cos DBC«x = % =0,9318, ebbdl DBC« =21,28°.

Ezek utan az ABD haromszogben ismét koszinusztételt alkalmazunk a kérdéses AD
hosszanak megallapitasahoz:

AD = 10> +9> =2:10-9 - cos(27° - 21,28°) = 1,38 cm.
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186.

Az ABD haromszogben és a BCD haromszogben a koszinusztételt felirva megkap-
juk ABD< és CBD< nagysagat, melyek 6sszege ABC:

50% +95% - 90°

cos ABD<x=—————=0,3605, ebbdl ABD< = 68,87°;
2-50-95
2 2 g2
cosCBD< = T +95 607 =0,7763, ebb8l CBD< = 39,08°.
2-70-95

fgy ABC<«=107,95° Az ABC hiromszogben alkalmazva a koszinusztételt az AC
atlo hosszara a kovetkezot kapjuk:

AC =[50° +70° —2.50-70-c0s107,95° = 97,76 m.

187. A két hur: AB=18cm, BC =9 cm. Meg kell hataroznunk az AC tavolsagot.
Az ABC haromszog szogei a szokasos jelolésekkel: o, B, y. A koriilirt kor suga-
rara:

R=25
2siny

siny 2220,9,
2R

y =64,16°.
. , L BC Y
Ugyanigy szamolhato o is: sina = R 0,45, ebbdl o = 26,74°.

Igy a hurok hajlasszoge (B): B =180°—(a +7) =89,1°.
igy a kérdezett AC koszinusztétellel:

AC =118 +9>—2-18-9-¢0$89,1° =19,99 cm ~ 20 cm.
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188. A haromszdg oldalaira igaz a kdvetkezd:

a+b=23 & "b's+53=51,9, ebb8l a-b=129,97.

Az egyenletrendszert megoldjuk:
b=23-a,ebbbla-(23-a)=129,97;

amibél a, =10 és a, =13, valamint b, =13 és b, =10. A megfeleldé haromszogek
egybevagoak, azaz a feladatnak az egybevagosag erejéig egyértelmti a megoldasa.
A harmadik oldalt koszinusztétellel kapjuk:

¢ =13 +10° ~2-13-10-c0s53° = 10,61 cm.
fgy a haromszog oldalai 10, 13 és 10,61 cm hossziiak.

189. B
35
»
A l
g
c

Az ABS haromszog minden oldalat ismerjiik:

AB =35, AS=§~27=18; BS=§-33=22;

igy koszinusztétellel meghatarozhatjuk az ASB<-et:
2 2 2
cos ASBac =12 P22 735 g1 ASBac=121,77°,
2-18-22

fgy ASB' haromszogben koszinusztétellel a b oldal fele szamolhato:
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AB' = 11> +18> —2-18-11cos(180°—121,77°) =15,38, ebbél b = 30,76 cm.

Két oldalt ismerve a stlyvonalak hosszara vonatkozo Osszefliggés alapjan is to-
vabbhaladhatunk:

L N2 420 -a’  \2:30.76 +2.35 -’
“ 2 - 2

27 =

,ebbbéla=37,77 cm.

182.

A kérdéses hengerszerli test térfogata V=T, -m=T,6-200, azaz a keresztmet-
szeten lathatd, harom érintkezé kor altal kortlzart T, teriiletet kell csak meg-
hataroznunk. Ehhez a korok kozéppontjai altal meghatarozott haromszog te-
riiletébd] kivonjuk a harom korcikk teriiletét. Az O,0,0, haromszog teriilete
(T,) példaul a Heron-képlettel szamolhato, ugyanis ismerjiik mindharom oldalat:

s :w =105, ebbdl T. =+/105-45-35-25 =2033,3 cm’.

A harom korcikk teriiletének meghatarozasahoz sziikségiink van a kdzépponti szo-
gekre, amiket az O,0,0, haromszog két szogére felirt koszinusztétel alapjan sza-

molhatunk:
2 2 2
cosa = w, ebbdbl o = 46,57°;
2-80-70
2 2 A2
cosp = S0 OO 707 st g = 57,910
2-80-60
igy y =75,52°.
A korcikkek tertletei:

o , 46,57
l:_.}/i -ﬂ:—'
360 360
E:i.rzz.ﬂzm~352'ﬂ:619 sz;

360 360
T= g = 1332
360 360

452 T = 822,96 sz;

25w =411,9 cm’.

fgy T =2033,3-(822,96+619+411,9)=179,44 cm’.
A kérdéses térfogat tehat: ¥ =200-179,44 =35 888 cm’.
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191. A szogfiiggvényértékek:

a) l; ;0 —Q; ﬁ; —ﬁ;
2 2 2 2
b) ﬂ; 0; ﬁ; —ﬁ; l; 0; —Q;
2 2 2 2 2
1 V2o BB
oL = 0 — -0 —
2 2 2 2
d -1 0 —l; I8 ﬁ; —ﬁ; —Q;
2 2 2 2
e) 1; nincs értelmezve; nincs értelmezve; 0; —1; —1; O;
) 0; mnincs értelmezve; nincs értelmezve; —1; —1; 0; nincs értelmezve; 0.

192. a) hamis; b)igaz; c)igaz; d)igaz; e)igaz.

193. a) sin225°:—sin45°:—%; sinl395°:sin315°:—sin45°:—g;
sin(—1560°):—sin120°:—sin60°:—§; sins?ﬂ:sin%:l;
b) c03150°=—cos30°=—£; cos7—n=—cos£=—cos30°=—£;
2 6 6 2 \/_
cos(—1020°)20051020°:cos300°:cos6O°:l; cos9—ﬂ:cos£:—2;
2 4 4 2
b4 \/5

¢) tg 240° = tg 60° = /3; g = tg% —1; tg(-330°)=—tg150° = tg30°= 5

8t 8t 2w T
tg| —— |=—tg— = —tg == =tg = = /3.
g( 3j g 3 g 3 g3

194. a) sin269° = —sin89°;
sin1755° =sin315° = —sin45°;
sin10 ~sin572,96° =sin212,96° = —sin32,96° (vagy —sin (10 — 37));
sin(—g?ﬂj = —sin324° =sin36°;

b)cos111°=—cos69°
c05494° = cos134° = —cos 46°;
c0s8,8 ~ c0s504,2° =cos144,2° = —cos35,8°;
c0s1625° = cos185° = —cos 5°.
c)tg521°=1tgl61°=-tg19°;
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tg2 =~ tgl14,6° = —tg65,4°;
tg(—888°) = —tg888° = —tg168° = tg12°

tgll?)—g ~ tg234° = tg 54°.

195. A megfeleld szdgek az adott intervallumban...

a)o, =22° o, = 158°;
b) o, =195° a, =345°,
c)a, =69,66° a, =290,34°%
d)a, =127° o, =233
e)a, =71° o, =251%
o, =118° o, =298°.
196. a)
12
\ [\ /
\ [ /
r _t x 3 _ X
LN 4 O A N
\ |/ \ |/

3n

minimum: -2, helye: X, = 5 +k2r kel
P

maximum: 2, helye: X,,,, = 7 +k-2n kel

b)

)
h

=
5
w
S
| o
S
>

A h l k. X —_Z J’_E' —_ —_
zerusnelyek: A 29 29
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<)

T T A _ 5 X
B p ? 2 2 v
X cos(x——) =sinx
d)
A
y
T T - 3 5 51 3. X
4? > > 7
, r S5t 13z 17«
zérushelyek: X, = s 6 6 o

R RRNRE

N . . T
menete: szigortian monoton csdkkend a }— B + kﬂ;kﬂ:|—0n

szigorian monoton névekvo a |:k7l'; % +kr [—on (keZ)
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197.

B | 1 |
| 1) |
\ \ \
\ A\ \
\ \ \
n \ 0 T \ g X
\. \ \
\ \ \
\ \ \
| \ \.
xl—)—tg(x+%j=ctg,x
g)
NI |
A \
A \
\r 2 > 's
) \ \
) \ \
| | |
periodus: 27
. a
\ 1\
IRNBVAN [3 g
»{// 2 B \J ]
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198.

199.

200.

v
A/
\ N
A2l p\& fox
4 P
v i
ZIN
1,
T (
yk
/
/
o« A
| P
/[
/
_ 7T’_ i 7 3
CTRT 2 ] 2 ©
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201. I I ysul I
| A |
o /
/
/ / /L 1/
/ / [/
SN 20 20 I 3 P
7172 T 27 21 / 73
| I |
I I l
l I I I

202. ‘fl:cosx’fz:COS[x+%j’f3:3'COS[X+%j,f4=f=3-cos(x+%]_2

A Iépések pedig: eltolas ,,balra” % egységgel, 3-szoros nyujtas merdlegesen a ,,viz-

szintes” tengelyre (merdleges affinités), eltolas ,,lefelé” 2 egységgel.

10
N \\

ey

/ v >

- |

,‘
| o
MTS

203. f =sinx, f, :sin(x—%j, 1 :2~sin(x—%j, £, :—2-sin(x—%j,

fi =f=—2-sin[x—%)+l.
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A [épések pedig: eltolas ,,jobbra” % egységgel, 2-szeres nyujtas merélegesen a

,vizszintes” tengelyre (merdleges affinitas), tiikr6zés a ,,vizszintes” tengelyre, elto-

las ,,felfelé” 1 egységgel.

B
Nl
>
\4

fﬁ'—Zn\é_g\/n >
N_

T 1 T 1 T
204. fl:tgx,f2:tg(x+3j,f3:5-tg[x+5j,fét:f:;tg(x—i-z)+3.

. 1
A 1épések pedig: eltolas ,,balra” % egységgel, E—szeres zsugoritas merdlegesen a

,,vizszintes” tengelyre (merdleges affinitas), eltolas ,,felfelé” 3 egységgel.

i
T
7
7

ay,

N |y
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205. a) Egy szorzat akkor ¢és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezé nulla, ezért a
zérushelyek: i% +kn, k eZ.

b) Altalanosan szamolunk. Addiciés tételeket alkalmazunk, hasznaljuk a trigono-
metrikus Pitagorasz-tételt, és algebrai atalakitasokat végziink.
f(x) = sin(x+a)~sin(x—oc) =
=(sinx-cosa +cosx-sina)-(sinx-cosa —cosx-sina ) =
=sin? x-cos’ @ —cos® x-sin’ o =
=sin’ x-cos’ a —(l—sin2 x)-sin2 a=
=sin’ x-(sin2 a +cos’ oc)—sin2 o=

=sin’ x—sin’ a.

-
l«

/‘[X}*bill"”)( +l\‘bill
T U2)

~ [N

,,
¢ o
N
N

o
N‘§ y><

A sin® x értékkészlete [0; 1], igy az f értékkészlete [—sinza; l—sinza]. Az

a= % esetén az értékkészlet [\/5 -2; N 1}.

206. Hasznaljuk fel a szogfiiggvények kozti osszefiiggéseket!

\51 7 7451 \51
a)cosa =+\l-sino =+——; tga=t—==+ ; ctga =t ——;
) 10 g \51 51 & 7

b)cosa = /1 —sin’ a :izm tga:+3m- ctga:+2\/ﬁ-

>

7 20 B ’
inag=+""; tga=42V6; ctgg=t—==+"";
c)sma 5 40 clgo 276 12

V39 V39 5V39

d)sina :iT' tga :iT; ctga ==

3410

V10 . 1
e)cosa =t——; sina == ; ctga =—;
10 10 3

39
39 7




[ 2. TRIGONOMETRIA — MEGOLDASOK ]

fcosa ==+ =ir3 178; sina ==+ 13 =ir13 178; ctgaz—i.

V178 178 178 178 13
207. K =cos135°-tg(-225°) = —£~(—1) = Q
2 2
_N3
208. k =S80 yonpeo 3 VL
sin270° -1 3 3

209. Felhasznalva, hogy 15° = 45° — 30°, és a sin(a — 8)-ra vonatkoz6 addicios tételt:

210.

211.

212.

213.

214.

2 2 2 2 4
Felhasznalva, hogy 75° = 45° + 30°, és a tg(a + [)-ra vonatkozd addicios tételt:
NG 2
o o I+— 3+\/§
tg(45°+30°) = £ @30 _ 3 :3“6:( ) =243,
1-tg45°-tg30° : Bo3-3 6
3

J5-1

c0s72° = c0s(90°—18°) = cos 90°- cos 18° +5sin 90°-sin18° = 0+1~sin18°=T.

sin(2a + B) =sin(2a)-cosP +sinf - cos (2a ) =
=2-sina -cosa -cosf +sinf (1—2-sin2a).
€0536° =cos(2-18°) =cos’ 18°—sin*18° =1 —sin’ 18° —sin” 18° =

1) 8-(6-25) 145
4 | 8 4

:1—2~sin218°=1—2-(

Hatarozzuk meg els6szor sin 54° és cos 54° értékét!
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2
Egyrészt cos54° =sin36° =2-sin18°-cos18° :%~ ,1—[\/54_1) = ’/5—8\/5,

masrészt
[\/_ 1} :8—(6—2\/5) 1+\/_'

\/_1/\/_1

1+f

4

sin54° = c0s36° =1-2-sin’18° =

fgy a tg 54° pontos értéke: tg54° =

215. coss——cos 2 —cos— cos——smz smzz
12 4 6 4

6

_‘__
]
+

216. Mivel cos’ a +sin’ a =1, tovabba a hegyesszog, ezért

sina =v1-cos’ o :\/§=¥.

217. Mivel cos® a +sin” a =1, tovabba o hegyesszog, ezért

sina =+/1-cos’ a :\/g :g,ebbél tgo = 2<% :ﬁ_

cosa 2

218. Mivel cos” o +sin’ a =1, tovabbé a hegyesszog, ezért

cosa =+ 1—sin’ o —¥ ebbdl ctg a_cosa 22.

sino

2.3. Trigonometrikus egyenletek

219. Mivel cos” o +sin” o =1, tovabba a hegyesszog, ezért

1 sina - cosa
tga =—= ,ebbllsina = ;
cosa 3
2
cos” a Y
cos’ a + =1, ebbdl cos® a = =
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ahonnan

cosa =

S‘w
o

220. Mivel cos” o +sin” o =1, tovabba a hegyesszog, ezért

2 cosa . 2sina
ctga = —=——,¢ebbdbl cosa = ;
sino 3
dsinfa . o 9
+sin* a =1, ebbél sin* a = E;

ahonnan

sina =

=
w

221. Mivel cos’ a +sin’ a =1, tovabba a hegyesszog, ezért

—1= =
sin’ a sina sin*a

. 2
1 l-sinf®a cos’a (cosa 5
= =| = =ctg’a;
sina

tehat az allitas igaz.

222. A fenti feltételek mellett az azonossag mindkét oldalan allo kifejezés értelmez-
hetd, igy a bal oldalon all6 kifejezést az addicios tételek segitségével atalakitva,

T
ha a #—+kr:
2

T
tg=—t 2
4 1+tga

n
l+tg—tga
4
. 2
sina
1—- . 2
| cosa :(cosa—smaj _
sino i
1+ cosa +sina
cosa

_cos’a+sin’a—2sinacosa  1-sin2a

cos’ o +sin*a+2sinacosa 1+sin2a

Ez éppen a bizonyitand6 allitas.

223. Felhasznaljuk az alabbiakat:
sin@ N sinf8 sinacosf+sinffcosa  sin(o + )
cosa cosf cosa cos f3 cosacos B

Igy tobbszor kihasznalva, hogy tg(7 —x) = —tgx és a két szog 6sszegének koszinu-
szara vonatkozo Osszefliggést:

tga +tgfl =
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tga+tgﬁ+tgy=Mﬂg(n—(aw))zw—tg(Mﬁ):
cosa cos f cosa cos f3

_ sin(a + B) 3 sin(a + ) —sin(a+ B)- 1 3 1 B

_cosacosﬂ cos(a+ ) B cosacos i cos(a+fB) -

— sin(a +B)'(cos(a +ﬁ)—cosacosﬂj: sin(a + 8) —sinasin _
cosacos fcos(a + ) cos(a+ f3) coscacosf
=tg(a+p)-(-tga) tgf = tg(r —y)-(-tga)-tgf = (-tgy)-(~tga)-tgff =

=tgo - tgf -tgy.
Ez a bizonyitando allités.

224. \cos* o +4sin® o ++/sin® o + 4cos’ a =

= \/(0052 a)2 +4-(1-cos’ ) +\/(sinzoc)2 +4-(1-sin’a) =

= \/(2 —cos’ o)’ + \/(2 —sin’ )’ = |2—cos2 oc|+|2—sin2 a| =

=2-cos’a+2-sina=4—(sin’a+cos’a)=4-1=3.

225 sina —sin3a +sinSa _ sin(3a —2a)—sin3a +sin(3a +2a)
" cosa —cos3a +cos5a cos(3a —2a) —cos3a + cos(3a + 2a)

sin 3¢ cos2a — cos 3a sin 2o — sin 3¢ + sin 3o cos 2o + cos 3a sin 2a

cos3a cos2a +sin3a sin 2a — cos 3o + cos 3a cos 2 — sin 3¢ sin 2¢ -
2sin3acos2a —sin3a _ sin3a(2cos2a—1) sin3a
2cos3acos2a —cos3a  cos3a(2cos2a—1) cos3a

tg3a.

226, 2Sina—sin2a _ 2sina —2sinacosa _ 2sina(l—cosa) _

2sina+sin2a  2sina +2sinacosa 2sina(l+cosa)

o .o
1- (2) 1—(1—251n2j in? &
I-cosa o8 2 2 Zsin 2 ) a
= = = = =tg >

Ircosa 0 oosl2- %] 14[2c082%—1] 2cos*®
2 2 2

Ezt akartuk bizonyitani.
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227.

228.

229.

230.

231.

Az addicios Osszefiiggéseket hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal kapjuk:

T .
COS 5+x =Ssimnx

—sinx =sinx
sinx=0
x=kr, keZ.

A bal oldalt atalakitva:
sin2x+cosx = 2sin xcosx+cosx =cosx-(2sinx+1)=0.

Ez a szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, azaz:
(1) cosx =0 vagy (2) 2sinx+1=0.
Az elsé eset pontosan akkor teljesiil, ha x = %+ kn, keZ.

A masodik eset megoldasai: x = —% +2kn, k eZ, illetve x = 7?7[+ 2k, keZ.

Az addicios Osszefiiggéseket hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal kapjuk:
sin(2x+7) = cos 2x,
—sin2x =cos2x,

tg2x =—1,
2x:—%+kﬂ, keZ,

x=-"4kx kez
§ 2

A bal oldalt atalakitva:
cosx—sin2x =cosx—2sinxcosx =cosx-(1-2sinx) =0;
a szorzat pedig pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, azaz az egyenlet meg-
oldasai:
(1) cosx=0 vagy (2) 1-2sinx=0.

Az els6 eset pontosan akkor teljesiil, ha x = Z+k7r, k € Z; a masodik pedig, ha

x:%+2kﬂ, k e 7, illetve ha x:%+2k7r, kel

Az egyenlet jobb oldala akkor értelmezhetd, ha sinx #0, azaz ha x # kr, k € Z.
Ha ez teljesiil, akkor az eredeti egyenlettel ekvivalens a kdvetkez6 egyenlet:
sin’ x +sinxcosx =1
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232.

233.

234.

Atalakitva:
sin® x+sinxcosx =1,

sin® x +sin x cos x = sin’® x + cos’ x,
sin xcos x = cos’ x,
cosx-(sinx—cosx)=0.
A szorzat pedig pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, azaz az egyenlet meg-
oldasai:
(1) cosx =0, ebbél x:%wm, k € Z vagy (2) sinx—cosx = 0;
ami sinx = 0 feltétel teljesiilése esetén ekvivalens a kovetkezével:

ctgle,ebb61x:%+k7r, kel
igy a megoldashalmaz:

{xeR:x:%—kkﬂ, keZ}u{xeR:x=%+kn, keZ}.

A poétszogekre vonatkozo azonossag felhasznalasaval:
cos2x = cos(% - 3x].

Ez pontosan akkor teljesiil, ha

2x:%—3x+k-27r; —2x=%—3x+l'2ﬂ';
vagy
e Fik 2 ken x=24l2m, 1.
10 s 2

Az ismert addicios Osszefiiggést felhasznalva y =cosx helyettesitést végezve ma-
sodfoku egyenletet kapunk:
cos2x—3cosx =1,

2cos’x—1-3cosx =1,
2y* -3y-2=0.

A masodfoku egyenlet megoldasai pedig: y, =2 és y, =—0,5. Az els6 eset nem
fordulhat eld, mert a koszinuszsfiiggvény értékkészletébe a 2 nem tartozik bele, a

2r
miésodik esetben a megoldasok: x = iT +2kn, ke Z.

A jobb oldalon all6 kifejezést atalakitva az eredeti egyenlettel ekvivalens a kdvetkezo:
2co0s” 3x+4cos3x =3-(1—cos’ 3x).
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Vezessiink be 0j ismeretlent: y = cos3x! Az egyenlet uj alakja:
2y2 +4y :3—3y2,

57 +4y-3=0;
: o ~4-476 , —4+476
aminek megoldasai: y, = T €s y, BT

Az eredeti ismeretlent visszairva cos3x = vagy cos3x =

-4-76 —4+/76
10 10

Az els6 esetben nincs megoldas, a masodikban pedig: 3x = wﬂ +2kn, kel

vagy 3x=—61’857r +2km, keZ.
180

Igy a megoldashalmaz:

{xeR:x=Mﬂ+2k—ﬂ,keZ}u xeR:x:—Mn+2k—n,keZ}.
180 3 180 3

235, Felhasznalva, hogy cosx = cos (2 . gj =2cos’ g—l adodik:

by 1
COSX—COS—=——,
2 2

2coszi—cos£—%:0.

. X
Vezessiink be 0 ismeretlent: y = cos E!

. 1
Igy kapjuk: 2y° —y —% =0, amelynek a megoldasai: y, =——

Visszairva az eredeti ismeretlent:

X 1—\/5
cos—=—,

2 4
X 108 ok kez
2 180

x:i%ﬂ +4kr, k eZ;
90
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mig a masik esetben:

X l+\/§
0s —

2 4

B

£=i£ﬂ+2kn’, keZ,
2 180

X :iﬁﬂ+4kﬂ, k eZ.
90
Azaz a megoldashalmaz:

{xeR:x:i%n+4lm,keZ}u{xeR:x:i%ﬂ+4kﬂ,keZ}.

236. A bal oldalt atalakitva:

1+sin 2x = sin’ x + cos’ x + 2sin x cos x = (sinx + cos x)
Azaz az eredeti egyenlet ekvivalens a kdvetkez6 egyenlettel:

2

(sinx +cos x)2 =sinx +cos x.

Vezessiink be 0j ismeretlent: y = sin x + cos x. gy adodik:

=y,

y(y-1D=0
amegoldasai: y, =0 és y, =1. Visszairjuk az eredeti ismeretlent:

(1) sinx+cosx =0 vagy (2) sinx+cosx =1.
Az elso esetben:
sinx+cosx =0,

1 . 1
—sinx+—cosx =0,

V2 V2

sin(x+£j =0,
4

(x+£j:k7r, kelZ,
4

x= —%+k7‘[, keZ.
Hasonloképpen a masodik esetben:
sin x + cos x = 1, ebbdl Lsinx +Lcosx = L, ebbc’ilsin[x +%j = L

V2 V2 V2 V2’

aminek a megoldasai: (x + %j = %+ 2kn, k € Z vagy [x + %j = 3777 +2km, keZ.
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Azaz x=2kr, k € Z vagy x = L 2kr, k € Z. gy a megoldashalmaz:

{XER:)C:—%-F]U[, keZ}u{xeR:xzﬂm, keZ}u{xeR:x=%+2kn, keZ}.

237. Az egyenlet mindkét oldalat V12 -vel (V3 + NE) = J12 ) osztva, az eredetivel ek-

238.

239.

vivalens egyenletet kapunk:

3sinx—\/§cosx=\/g,

Ez utobbi megoldasai pedig:
3
=T =2 okn, ke, vagy [x—£)=—n+2kﬂ, k eZ.
6) 4 6 4

fgy az egyenlet megoldasai: x = % +2kr, ke Z, vagy x = 111—; +2kn, keZ.

Az egyenlet mindkét oldalat v/13-vel (V32 +2% =/13) osztva, az eredetivel ekviva-
lens egyenletet kapunk:

isin2x+icos2x _ 2

J13 J13 NEN

) ( 33,69 j 2
sin| 2x+——nm |=—

180 J13°

Ez utobbi megoldasai pedig: | 2x+—— 33 69 wn +2kn, k € Z, valamint
180 180
2x+wn = 7r—33’697r +2kn, k e Z.
180 180

fgy az egyenlet megoldisai rendezés utan adédnak: x=kx, keZ tovabba

5631 w+kn, kel

Csoportositsunk, és osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 2-vel!

1. B V2.2
—sinx+—cosx |+| —sinx+—-cosx |=0.
2 2 2 2

Hasznaljuk a nevezetes szogek szogfiiggvényeit!
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240.

. T . T . T . T
sin xcos —+ cos xsin— |+| sin xcos —+cosxsin— |=0.
3 3 4 4
Alkalmazzuk a két sz0g szinuszanak dsszegére vonatkoz6 addicios tételt!
. T . T
sin| x+— |=—sin| x+— |.
( 3 j [ 4 j
A szinuszfliggvény paratlan, ezért sin (x + g) =sin (—x - ZJ

Ekkor x+% = —x—%+2kﬂ vagy x+% = n+x+%+2k7r, ahol k € Z.
A masodik egyenletnek nincs megoldasa, igy

2x = —7—7r+2k7r,
12

x=—7—ﬂ+k7r.
24
Ay
//\ NN /\ /\
[ ] / /
/ \ / \ / \ / \ [ X
0 I 0 A P A R A WP
\ , \ 7 \T I/ \
\ /. \
/1 N/ / /
MRCE FN2SR (A3 F Z;cos(x)

1. megoldas:
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel!

1. B V2.2
—SInx+—CcoSXx —SIN X+ ——COS X :0.
2 2 2 2

Hasznaljuk a nevezetes szogek szogfiiggvényeit!
. T AT T LT
sin xcos —+ cos xsin— || sin xcos—+cosxsin— |=0.
3 3 4 4
Alkalmazzuk a két szog szinuszanak Osszegére vonatkozo addicios tételt!

. T . T
sin| x+— |sin| x+— |=0.
( 3) ( 4]

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0.
. 7T . T
s1n(x+gj =0 vagy sm(x+ZJ =0.
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Ekkor x+§:kﬂ vagy x+%:kﬂ" ahol k e Z.

Ebbdl kovetkezden x, = —% +kn vagy x, = —% +kr.

2. megoldas:
A cosx nem nulla, hiszen akkor a sinx is nulla lenne, ami nem lehetséges, igy el-

oszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat cos® x-szel. Azt kapjuk, hogy

(smx+\/§).[\/§smx+\/§j:o’
cosx cos X

(tgx+\/§)\/§(tgx+l):0.

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0.

tgx =—+/3 vagy tgx =—1,

X, :—%+k7r vagy x, :—%+kﬂ.

shy

(sin(x) : /3 cos(x "j{'ﬁsil%‘(x) +~/2cos(x))
AN VAN /A
\ \ \

| / /
A NN NN

>
| —T ]

0 T

I T

T 3z 2

lon
T

241. Csoportositsunk, és osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 2-vel!

1. B V2.2
—SINX+—COSX |[+| —SINx+——C0SX :2.
2 2 2 2

Hasznaljuk a nevezetes szogek szogfiiggvényeit!
. b2 LT . T 4
(sm X cos 3 +cos xsin Ej + (sm X cos 7 +cosxsin ZJ =2.

Alkalmazzuk a két sz6g szinuszanak 0sszegére vonatkozo addicios tételt!

. T . T
sin| x+— |+sin| x+— |=2.
[ 3j ( 4]

Két egynél nem nagyobb szam 6sszege akkor ¢s csak akkor 2, ha mindkét szam 1.

Ebbdl kdvetkezben
. T . T
sin| x+— |=sin| x+— |=1.
( 3 j ( 4)
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242.

243.

Ezért X+§=£+2k7‘[ ésx+%:%+21n,k,leZ.

Ilyen valds szamok nem léteznek, igy az egyenletnek nincs megoldasa.

y
/f\ NAY A 7~
/ 1 / /
N A O N Y A I N Y A R N
e e L N T e T s
N A \ \
L\ \ \
Vi Vi Vi Vi
5 Tt ):l‘l+ )S n( +l’ /;+\/ﬁ',COS X)

A bal oldalon all¢ kifejezés akkor értelmezett, ha x # k -%, keZ.

A feltétel teljesiilése esetén az eredeti egyenlet ekvivalens a kdvetkezovel:
tgx + ctgx = 2sin 2x,

sinx Ccosx .
+ =4sinxcosx,

cosx sinx
1= 4sin® xcos’ x,

1=(sin 2x)2,
ami pontosan akkor teljesiil, ha sin2x =1 vagy sin2x=-1. Amely egyenletek
megoldasai: 2x = %+ kr, ke Z,ebbdl x = %-ﬁ-k ~%, keZ; mely megoldasok

megfelelnek a feltételeinknek.

Vizsgaljuk az egyenlet bal, illetve jobb oldalan allo kifejezések értékkészletét!
A jobb oldal: 1
5 +57" =5"+5—xzz,
hiszen egy pozitiv szam és reciprokanak dsszege legalabb 2.
A bal oldal: 4
0<2sin’ % <2.
Azaz az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha mindkét oldal értéke 2. Ez a jobb
oldalra nyilvan csak akkor teljesiilhet, ha 5* =1, ebb6l x = 0.
Ebben az esetben a bal oldal értéke:

2sin’ x—24y =2sin’(-2y),
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ami pontosan akkor veszi fel a 2 értéket, ha sin(-2y)=1 vagy sin(-2y)=-1,
azaz ha

2y="tkn, keZebbsly=—"—k.Z kez
2 4 2
; , T T
Igy a megoldashalmaz: {(O, —Z—k~zj, ke Z}.

244. Vizsgaljuk az egyenlet bal, illetve jobb oldalan allo kifejezések értékkészletét!
A jobb oldal:
2 2
y —6y+11:(y—3) +2,

aminek a minimalis értéke 2, amit az y =3 esetén vesz fel.
A bal oldal:

\/gsinx+cosx =2 ﬁsinx+lcosx =2sin x+£ s
2 2 6
azaz a bal oldalon 416 kifejezés értékkészlete: [-2,2].

Igy a két kifejezés csak akkor lehet egyenld, ha mindkett6 értéke 2. fgy y =3 és

sin (x + %j =1, amib6l x = §+ 2kn, k € Z. A megoldashalmaz tehat:
{(x, %+ 2k7rj, ke Z}.

2.4. Trigonometrikus fiiggvények

245. Vezessiink be 11j ismeretlent: y = cosg! igy az egyenl6tlenség:
y <% ebbsl0< y* —y.
Ennek a megoldasa: y <0 vagy y 21, azaz az eredeti ismeretlennel:
X X
cos—=<0 cos—2>1.
3 vagy 3
Az els6 esetben a megoldas:
T ookr <X <3 ok, ke 7, ebbil %+ 6kr < x < 2+ 6k, k< 7.
2 3 2 2 2
A masodik esetben pedig:
gz 2kr, k €7, bl x = 6k, k € 7.
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246.

247.

248.

Az egyenlétlenség ekvivalens a kovetkezdvel:
(2cos> x—1)—3cosx+2<0,ebbdl 2cos’ x —3cosx+1<0.

Uj ismeretlent bevezetve y = cos x:
2y* =3y +1<0;
1
aminek megoldasa: ) <y<l

Az eredeti ismeretlennel: 1
—<cosx <1
2

ennek a megoldasa: - -
—E+2k77.' <x S;-szﬂ', kel.

Az egyenlétlenség ekvivalens a kovetkezdvel:
2c0s” x+5cosx >3- (1—cos” x);
rendezés utan y =cosx helyettesitéssel:

5y*+5y-320.
-5-+/85 -5+~/85 .
Ennek a megoldasa: y < T\/_ vagy y = T\/— Az eredeti ismeretlennel:
~5-+/85 —5++/85
Cosx < —— vagy cosx =2 ——.
10 10
Ezek koziil csak a masodik kovetkezhet be, mégpedig:

65,04
180

T+2kr <x< 615;3?)47r+2k7r, kel.

_

|sin x + cos x| =‘\/§-(Lsinx+Lcost

V2 V2

egyenlotlenséggel ekvivalens a kdvetkezd:

V2 sin(x+%)

. 7T , .
s1n(x+ZJ‘, igy az eredeti
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Ennek a megoldasa:

k< x4 X §£+kn, keZ,
4 4 4
T

—E+k7thSk7r, keZ.

249. Alkalmazzuk a trigonometrikus Pitagorasz-tételt!
1—2(1—sin2 x)+sinx

0
2(sinx—1) <

2sin® x +sinx—1
2(sinx—1)
Alkalmazzuk az y =sinx helyettesitést!
(—1 <y< 1),
2y* +y-1
2 ( y— 1)
Alakitsuk az algebrai tort szamlalojat szorzatta.

<0

<0.

2 ( y— 1)
(y+1 (y - ;j
<0
y—1
Készitsiink eléjeltablazatot!

1 -1<y< 1 ! —<y<l 1

y y 2 >
szamlalo 0 — 0 + +
nevezo - - - - 0

tort 0 + 0 - nem értelmezett

1
Az y ismeretlent tartalmazé egyenlétlenség megoldashalmaza: }5, l[.

Ez azt jelenti, hogy % <sinx<1.

Ennek megoldasa: }% +2km; S?ﬂ + 2k7r[ \ {% + an}, kel.
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250. A masodik egyenlet értelmezhetéségéhez sziikséges, hogy x # %+k7r, keZ és
y# %+ kr, keZ.

Az elsé egyenletbdl: y = %—x, amit a masodikba beirva, addicids Osszefiiggést

hasznalva:
tg x+tg| ——x |= 1
4 ’

te” —tgx
4 @
tgx+1+t Tigx
g4 g
1-t
tgx+ gx:l,tgx;t—l.
I+tgx

A tgx#—1 feltételt felhasznalva ez ekvivalens az alabbival: tg’x =tgx, ahol
z=1gx ismeretlent bevezetve z°—z=0 adddik, aminek megoldasai z, =0 és
z, =1. Az eredeti ismeretlennel:

tgx=0,ebbll x =kn, k €Z, a masik esetben pedig: tgx=1,ebbdlx = %+ km,
keZ.
A megfelel6 y értékek y = % —x alapjan adoédnak. Mindegyikre teljesiil a kezdeti
feltételiink. igy a megoldashalmaz:

{(x,y)e]RxR:x:kﬂ, y:%—kﬂ, keZ}u{(x,y)eRxR:x=%+kﬂ, y=—kr, keZ}.

251. A masodik egyenlet bal oldalat szorzatta alakitjuk, felhasznalva az els6 &sszefiig-

gést:
. . . — . - 2
s1nx+smy:2s1nx+ycosx y:251n£cosx y:M,
6 2 4
x—y 2+6
cos =
2 4
Azaz )

= i%+2k7r, kelZ.Azaz x—y :i%+4kﬂ, kel.
Igy az egyenletrendszer els6 egyenletével ezt osszeadva, illetve abbol kivonva adod-

nak a megoldasok: x = %Jr 2krm, k€Z, és amegfeleld y: y = %— % —2kr, keZ,

tovabba: x = %+2k7r, k €Z, és amegfeleld y: y = %—%—Zkﬂ, k eZ.
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252. A masodik egyenlet bal oldalat szorzatta alakitjuk, felhasznaljuk az elsé egyenletet:

253.

. . . 1
sin2x+sin2y = 2sin(x + y)cos(x — y) =cos(x— y) = 3

Azaz x—y:%+2k7r, k € Z vagy x—y:—§+217r, leZ.

. 5
Az els6 egyenletbdl pedig: x+y = %+2mﬂ, meZvagy x+y= ?ﬂ+2nn’, nez.
Ezeket 6sszeadva és kivonva egymasbdl négy lehetdség adodik:

(1) x=%+(k+m)7r, y=—%+(m—k)7r,ahol k,me .
) x=%+(k+n)n, y:%+(n—k)7r,ahol knel.
3) x:—%+(1+m)7r, y:%+(m—l)7r,ahol m,l e 7.

4 x:%+(l+n)7r, y:%+(n—l)n, ahol n,/ € Z.

A masodik egyenlet értelmezhetéségéhez sziikséges, hogy: x # %+k7r, kel és

yig—i-kﬂ, keZ.

) . sin x sin 1 . ,,
A masodik egyenlettel ekvivalens Sy - —, ahol a szamlalo az els6 egyenlet-
COSXCOS y

il " 3
bél ismert, azaz a nevezd: cosxcosy =——.
42

Ehhez az 6sszefiiggéshez az elsé egyenletet hozzaadva, illetve azt kivonva adodik:

1 1
cos(x—y)=—= és cos(x+y) =—~=. Az elsd Osszefliggésbol:
2 A2

xX—y= i%+2kﬂ', k € Z, a masodikbol pedig: x+y =i%ﬂ+2]ﬂ, leZ.

Amibdl

4 180 | 180

5 és y > ,

ahol k és [ tetsz6leges egészek lehetnek, és a + eldjeleket is tetszélegesen valaszt-
hatjuk meg a képletekben.

in+(i69’3n)+2(k+l)n iﬂ—(imﬂj+2(k—l)n'




3. Koordinata-geometria - megoldasok

3.1. Vektorok, szakaszok

254. Tudjuk, hogyha az AB vektor kezdd, illetve végpontja A(x;3p,) és B(x,50,),
akkor a vektor koordinatai:
AB (xz X5 ), _J’1)a
ezért
4-(-2)=6és —1-3=—4

a két koordinata: 4B (6;—-4).
255. Az elézd feladat szerint eljarva: E(—10;4).

256. A vektor koordinatainak kiszamitasara vonatkozo képletet alkalmazva (254. fel-
adat):
x, —(=1)=1,¢ebbdl x, =0;
y,—3=2,ebbdl y, =5.
Tehét a végpont: B(0;5).

257. A 243. feladat szerint eljarva: Q(-2;2).

258. a) A vektor koordinatainak kiszamitasara vonatkozo képletet alkalmazva (254. fel-

adat): —1-x, =-3,ebbdl x, =2;

2—y, =4,ebbdl y, =-2.
Tehét a kezdépont: 4(2;-2).
b) Az abran 1évo C és D pontok adjak a helyvektor kezdd, illetve végpontjat:
D y
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259.

260.

261.

262.

263.

¢) Tudjuk, hogy ha az 4B koordinatéi AB (x; y), akkor a vektor hosssza:

|@| =X +3%;
|Z§| =(-3)" +4* =25 =5 egység.

ezért

A megfelel6 parok: a—y, b-g, c—a, d-6, e—¢p, [f-p.

AB(4,-4), AC(-4,0), DC(-55), BD(-3;-1), CB(8-4).

Az ABCD négyszog egy paralelogramma, melyben E az AC oldal felezdpontja. Az
egymassal egyenld vektorok:

— — — — AC — — —
AE:EC:BC—BE=7,DB:CA:BA—BC=DC+CB:2EA,CD=ABés

BC=AC+BA.

A P(x;y) pont helyvektora p = xi+ y ;. Ez alapjan a linearis kombinaciok felirha-

tok, pl. ¢ =-3i+7].

Ismeretes, hogy egy v (x; y) vektor k-szorosanak koordinatai: kv (kx; ky), ezért
~b(-2-5);  2a(-12;-18); %a(—z;—3).

Ismeretes, hogyaz a (xl;y1 ) ésb (x2 ; yz) vektorok dsszegeaz a + E(x, +xX;0+ ), )
vektor, ezért

G+b(—4;,-4); :%(a+5)(—1;—1); —§*+2E(6;13);
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264. Eloszor felirjuk a C-bdl D-be mutato vektort:
CD(5-(-3);6,5-0,5)=CD(8;6).

Hasznaljuk fel, hogy egy a(x;y) vektor hossza: |d| =+/x* + y*; igy
CD =8 +6> =10 egység!

265. Mivel /32 =/16-2 =442, ezért AB elsd és masodik koordinataja is 52, igy
hossza a tavolsagképlet miatt 10 egység.

266. a) Mivel AB koordinatai AB(6;12), ezért

AB :|E|: V62 +12% =180 = 63/5 ~ 13,42 egysée.

b) Ismeretes, hogy az A(x;;y,) és B(x,;»,) végponti szakasz felezdpontjanak
koordinatai:
Nt Nt
x= ;Y= :
2 2

ahonnan behelyettesités utan:
x=1; y=3ebbdl F(1;3).
c) Ha O az origd és P az A-hoz kozelebbi, O pedig az A-t6l tdvolabbi harmadolo
pont, akkor 5?’:@+Zﬁ:@+%@ és 0—Q=O—A+§@.

B

0

Mivel O4(~2;-3); = 4B(2;4); %@(4;8);

1
3
ezért OP(0;1), ebbél P(%"T”"; 2"2—3”’2) = P(0:1);

00(2:5), ebbc’ilQ(%zbl;#j =0(2:5).
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d) y, B

267. a) Legyen A(ay;a,), B(b;b,), az A pont B-re vonatkozé tikérképe A'(aj; a})!
A felezépont koordinatairdl tanultak miatt

Innen a =2b,—a,, a, =2b, —a,.
A konkrét adatokat behelyettesitve: A'(5;—16).

b P(S'H)”'l;5'6+3'(_5)],P[_—12;§j, P(—3; 15}

345 345 g 8 2’8
¢) Legyen a keresett pont Q(g; 0)! Mivel a harom 7
pont egy egyenesre illeszkedik, ezért 2 (_33; )
AQ =kAB, D
q+3=4k,0-6=-11k, AREAL D)
(0,818;|0)
_ E 4 2 \[° 101
1 1 ’ D /4 £y
24 9 =4 DT, 9)
EYENEEY Ty
11 11 o
9 o
-——; 0.
of o) A
\ A (5:-16)
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268. a) Azt kell eldonteniink, hogy gy egyenesen van-e az A,aBésa Cpont! Ez egyen-
értékii azzal, hogy AB és BC parhuzamosak-e. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

van olyan k szam, hogy k-AB=BC. Ez az AB (4,3) és BC(7,5) vektorok
koordinataira nézve azt jelenti, hogy

4k =7,ebbdl k =

3k =5,ebbbl k =

wIU' .M\l

Mivel a két egyenletbdl kapott k értékek kiilonbozok, igy nem létezik megfeleld
szam, ezért a repiild iranyt valtoztatott a B pontban.
b) A vektorok hosszanak kiszamitasara vonatkozo 0sszefliggés miatt:

AB =|4B| =4 +3* =5, BC =[BC| =7 +5* =74 = 8,6;

ezért az Gt hossza: AB+ BC =13,6 egység.

269. a) - b) Meghatarozzuk az d = AB(4;3) ¢s b=BC(12;5) vektorok hajlasszogét,
igy egyszerre valaszolhatunk az a), illetve b) kérdésekre. Tudjuk, hogy az
a(x;y) és b(x,;,) vektorok skalaris szorzata:

d-b=xx+3y,;
masrészt definicio szerint
=|5||5|005(p;

ahol ¢ a vektorok hajlasszoge. Felhasznalva a vektorok hosszara vonatkozo

Osszefliggést:
2 2 2 2
XXy + V1Y) =X T Xy F Y, - COS Q.

Behelyettesitve:
4.12+3-5=/42 13" 122 + 5 -cos g, ebbél % = cos @, bbbl @ ~ 14,25°;
ennyivel tért tehat el a gép.

¢) A megtett ut: AB+BC = |ﬁ| + |R7| =5+13=18 egységnyi volt.
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270.

271.

272.

273.

ES

Mivel AD(3;2) és BC(6;4) nem egyenléek, igy az ABCD négyszog nem lehet
paralelogramma, hiszen annak szemkdzti oldalai parhuzamosak és egyenloek, ezért
a szemkozti oldalakon azonos iranyban inditott vektoroknak is egyenléeknek kell
lenniiik. Annanak tehat nincs igaza.

Mivel — .
BC=2-A4D;

ezért a négyszog AD és BC oldala parhuzamos lesz, kdvetkezésképpen a négyszog
trapéz, tehat Bélanak igaza van.

Tudjuk, hogyha a hiromszog csicsai 4(x;;),); B(x,;¥,); C(x33;); akkor a
sulypontja:

B

3 3
Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy a haromszog sulypontja: S (1;1).

S(xl+x2+x3 'yl+y2+y3j'

Ha x és y a C cstcs ismeretlen koordinatai, akkor a stilypontra vonatkozo 6sszefiig-
gés miatt:
543+ x=—-4,ebbdl x =-2;

—-2+1+y=6,ebbdl y=17.
A hiényzo cstics tehat: C(-2;7).

1 — .
Ha az SAB (3;4) vektort +90°-kal elforgatjuk, akkor az 4D = BC vektort kap-

juk. Ismeretes, hogy egy ;(x; y) vektor +90°-0s elforgatottjanak koordinatai:
(— y;x), —90°-o0s elforgatottjanak koordinatai pedig: ( y;—x). Ez alapjan adddik az

AD (—4;3) vektor, innen pedig a D(d,;d,) pont koordinatéira:
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274.

275.

276.

d, —(~2) = —4, ebbdl d, = -6
d,—4=3,cbbsl d, =7.
Kaptuk a D(—6;7) pontot. Hasonléan eljarva adodik a C(3;19) cstics.

A feladatnak 2 négyzet is megolddsa lesz. Az AB(4;-2) +90°-os elforgatasaval
adodik 4D(2;4), innen D(3 8) és AB = DC miatt C(7;6). Az AB(4;-2) —90°-0s

clforgatésaval adodik AD' (=2;—4), innen pedig D'(-1;0) és AB=D'C' miatt
C'(3:-2).

a) A sulypont koordinataira vonatkoz6 képlet felhasznalasaval:

- 1+(-2)+6
s[ 2248, +(-2)+ :S(§;§j.
3 3 3’3

b) Mivel az BA(—4;3) ¢és BC(6;8) oldalvektorok skalaris szorzata:
(-4)-6+3-8=0;
ezért a két vektor mer6leges, tehat ABC<t =90°.

¢) A Thalész-tétel megforditasa miatt akkor AC az ABC derékszogli haromszog koré
irt korének atmérdje, igy O az AC felezési pontja, ezért a felezési pontra vonatko-

76 képlet szerint:
8+(-2
of $+(2),6+1)_ (3 7).
2 2 2

|BA| J(=4)’ +3* =5, illetve |BC| V6> +8% =10;

5:10
ezért az ABC haromszog teriilete: BN =25 teriiletegység, hiszen a haromszog

d) Mivel

derékszogl, igy egy téglalap felérdl van szo.

a) A haromszog teriiletének meghatarozasa céljabdl foglaljuk bele a haromszoget az
alabbi abra szerint egy téglalapba igy, hogy annak oldalai legyenek parhuzamo-
sak a koordinata-rendszer tengelyeivel és a haromszog csucsai a téglalap oldalain
helyezkedjenek el.

(Ezt azt elvet alkalmazva a csucsok koordinatainak ismeretében mindig kiszamit-
hatjuk egy haromszdg teriiletét!)
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Koénnyen leolvashato, hogy a téglalap két oldalanak hossza: 12 és 6 egység, igy
teriilete 72 teriiletegység. Az ADB; BEC és CFA derékszogl haromszogek teriiletei

rendre:

4.2 8-6 12-4
—=4; — =24; —— =24 teriiletegység.
5 > > gyseg
Ezeket levonva a téglalap teriiletébdl adodik az ABC haromszog teriilete:

tipe =72—4-24-24=20 teriiletegység.

AB (4;-2), ebbdl [4B| = 4* +(-2)" =20 =245,
AC(12;4), ebbél |E| =122 + 42 = J160 = 4410,

AB-AC=4-12+(-2)-4 =40,

b) Mivel

igy a vektorok skalaris szorzatarol tudottak miatt:
245410 -cosa = 40,
coso = 401
40v2  V2°

a =45°.

277. Vegyiik észre, hogy

f(x)= \/(x+3)2 +2° +\/(x—5)2 +47)
Ha tekintjiik a derékszogfi koordinata-rendszerben az A4(-3;2) és B(5;4) pon-
tokat, akkor az ismert tavolsagképlet szerint f (x) éppen az x tengely valamely
P(x;0) pontjatol mért tavolsagaik Ssszegét fogja megadni. A kérdés tehdt az, hogy
mely P pontra lesz az AP+ PB Gsszeg minimalis. Tiikrozziik az 4 pontot az x ten-
gelyre, a tiikdrkép: C(-3;-2).
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278.

279.

280.

b

LER:
Y

Mivel AP = CP, ezért
f(x)=AP+PB=CP+PB>CB=8+6" =10;
a BCP haromszogre vonatkozd haromszog-egyenldtlenség felhasznalasaval. Az f

fiiggvény minimalis értéke tehat 10, a minimumot ad6 P pont a BC egyenes és az x
tengely metszéspontja.

Igazolnunk kell, hogy az a (—6; 8) ésab (16; 12) vektorok (ugrasaik iranyai)
merdlegesek egymasra. Ehhez megmutatjuk, hogy a skalaris szorzatuk 0:
d-b=-6-16+8-12=0.

A vektorok skalaris szorzatat kétféleképpen kiszamitva: G-b = —2-5+3-2 =—4, il-
letve: d-b = \/(—2)2 +3 -\/52 +2% .cosat = —4.

Ebbél cosa = e -0,2060, azaz o =101,9°.

377

A feladat a CA(-9;-5) és CB(~6;1) vektorok szogének meghatérozésa.
A vektorok skalaris szorzatat kétféleképpen kiszamitva:
CA-CB =(~9)-(~6)+(=5)-1=49,
mésrészt CA-CB = \/(—9)2 +(-5)’ ~\/(—6)2 +1% -cos y =49.
49

V3922

Ebbol cosy =

=0,7824,azaz y =38,51°.
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3.2. Egyenesek

281.a)—d) e)

282.

283.

284.

Mivel az (x,;y,) ismert ponton 4thaladé, 7i(n,;n, ) ismert normalvektora egyenes
egyenlete:
mx+n,y =nmx,+n,y,,
ezért behelyettesitve:
4x-3y=4-2-3(-1), ebb6l 4x 3y =11.

Mivel az (xo; yo) ismert ponton athalado, # (n1 ; nz) ismert normalvektoru egyenes
egyenlete:
mX+n,y =X, +n,Y,,
ezért behelyettesitve:
2x—3y=2-(—4)+(=3)(=5), bl 2x ~3y =7,

Mivel az (x,;y,) ismert ponton athaladé, ¥ (v,;v,) ismert irdnyvektora egyenes
egyenlete:
VX =V Y = VX = V1o
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285.

286.

287.

288.

289.

290.

igy behelyettesités utan:
—4x—-5y=8-15,ebbbl4x+5y =7.

Mivel az (x,;y,) ismert ponton 4thalado, ¥(v,;v, ) ismert irdnyvektor egyenes
egyenlete:

VX =V Y =VyXy =V Vo
igy behelyettesités utan:

x+6y:2+6~(—§j:—8.

Mivel az (xO ; yo) ismert ponton athalad6, m meredekségli egyenes altalanos egyenlete:
m(x—x,)=y—y,,ebbdl y =mx+ y, —mx,,
igy behelyettesitve:
4(x—3) =y+2,ebbdl y=4x-14.

Mivel az (xo 3 Vo ) ismert ponton athalad6, m meredekségli egyenes altalanos egyenlete:
m(x—x,)=y—y,,ebbdl y =mx+ y, —mx,,
igy behelyettesitve:

—%(x+3)=y+2, ebb61y=—§x—3.

Az AB (5; 6) vektor az egyenesnek iranyvektora, igy a B pontot tekintve ismertnek
az iranyvektoros egyenlet képletébe helyettesitve:
6x—-5y=6-3-5-7,ebbbl 6x—-5y=-17.

A P—Q (—8; 6) vektor az egyenesnek iranyvektora, igy a P pontot tekintve ismertnek
az irdnyvektoros egyenlet képletébe helyettesitve:
6x+8y :6-4—(—8)~(—1),ebb6l 3x+4y=8.

A feladatban szerepld szdg az egyenes un. iranyszdge, ennek tangense (iranytan-
gens) az egyenes meredeksége, ezért a meredekséggel felirt altalanos egyenletbe

helyettesitve, felhasznalva, hogy m = tg60° = J3:
\/g(x—O) =y+7,ebbdl y =3x-17.
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291.

292,

293.

294.

295.

Az egyenes az x tengely nemnegativ felével 45°+490° =135°-os szdget zar be, ezért
meredeksége: m =tg135°=—1, igy egyenlete:

—(x—4) =y—2,ebbbl y=—x+6.
Az x tengelyt ott metszi, ahol y =0, ahonnan x = 6, ebbdl (6; O). Az y tengelyt ott
metszi, ahol x =0, igy y =6, ebbd1(0;6).
Y A

45

Mivel a P pont koordinatait behelyettesitve:
4-7—%-6 =13=12;

ezért P nincs rajta az egyenesen, tehat a Iovedék nem talalhatja el a madarat.

Behelyettesitve a P pont koordinatait:
a) 4-(-2)-17-3= p, ebbdl p =-59;

b) 2:(-2)+3p=-3,ebbdl p =

b

W | =

¢) —2p—12=8,ebbdl p =—10.

Ha y =0, akkor x = 3, tovdbbd ha x =0, akkor y =4, ezért az egyenes az x tengelyt
a (3;0), az y tengelyt pedig (0;4) pontban metszi. A haromszdg derékszégi, terii-
letének kétszerese a befogok szorzata (fél téglalap!), igy

3-4 . .
t= - =6 terililetegység.

Célszerti azt felhasznalni, hogy parhuzamos egyenesek normalvektorai kdzosek,
igy a normalvektoros egyenletbdl konnyen leolvashato az 71(5;—7) normalvektor
felhasznalasaval:

5x=7y=5-(-4)+(-7)-3,ebb8l 5x -7y = —41.

100
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296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

Az eléz6 feladat moédszere szerint szamolva: 2x—3y =1.

Célszerli most azt felhasznalni, hogy parhuzamos egyenesek meredekségei egyen-

2
16ek, ha 1éteznek, igy a keresett egyenes egyenlete felirhatd y = ——x+5 alakban.
Behelyettesitve a P pont koordinatait: 3

5=—§-9+b,ebb6lb=11,

. 2
igy a keresett egyenes egyenlete: y = —gx +11.

. 4
Az el6z0 feladat modszere szerint szamolva: y = —gx +9.

Tudjuk, hogy két egyenes pontosan akkor merdleges egymasra, ha az egyik vala-

mely normalvektora a masik egyenesnek iranyvektora lesz, igy v (5; —7) a keresett
egyenes iranyvektora, amelynek segitségével:
~Tx—=5y=(=7)-(-4)—5-3,ebb8l 7x+5y = -13.

Az el6z6 feladat mddszere szerint szamolva: Sx+ 6y = —20.

Azt fogjuk felhasznalni, hogy két, a koordinatatengelyekkel nem parhuzamos egye-
nes pontosan akkor merdleges, ha meredekségeik szorzata —1. A keresett egyenes

3 3
meredeksége tehat > ezért egyenlete y = Ex + b alaku. Behelyettesitve az adott
pont koordinatait:

5:§~9+b, ebbbl b=-8,5,
a keresett egyenes: 2

==x——.
YT,

Tekintsiik az egyenes valamely Q (x; y) pontjat és vegyiik észre, hogy 7 (A; B) az
egyenes normalvektora! Jelolje € az egyenes valamely egységnyi hosszii normal-

vektorat, és tekintsiik a F@(x — X3 ¥ — yo) vektort! A skaldris szorzat értelmezése
miatt:

|FQ~§| :HFQ|~1~cosa‘ =HFQ|-cosa‘ =d.
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Legyen

. n . A B

é=—,cbbble=¢ ; ;
7| VA& +B A4 +B

igy a skalaris szorzatnak a koordinatakkal felirt alakjat alkalmazva:

FQ-&': A(x_x0)+B(y_yo) _ —C—Axo—ByO.

JA2+B 42 +B JA*+ B?

A kétféle alakot dsszevetve adddik a bizonyitandoé allitas.

NN

0 |1t |2 (3 |4 |5 7 18 9 [0 |11 127(

303. Az el6z6 feladat modszere szerint szamolva: y = —%x— 16.

304. Adott P(x,;y,) pontnak az Ax+By+C =0 alaku egyenlettel adott egyenestdl
vett tavolsaga:
de |AxO + By, +C|

NA* + B?

(3 0
d= \/32+(_4)2 5 3,8 egyseg.

305. Elészor igazoljuk, hogy a két egyenes parhuzamos. A masodik egyenes egyenlete
atrendezés utan:

Behelyettesitve:

3x-4y=-1.
Ennek egy normalvektora a ﬁ(3; —4) vektor, melynek kétszeresérdl leolvashato,
hogy normalvektora az e egyenesnek, tehat a két egyenes valoban parhuzamos.
Koénnyt latni, hogy pl. a P(l;l) pont rajta van az f egyenesen. A P-nek e-tol vett
tavolsaga lesz a két egyenes tavolsaga.
Mivel az e egyenlete felirhato
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306.

307.

308.

309.

6x-8y—-5=0
alakban, igy a pont-egyenes tavolsagképletet alkalmazva:
w = l =0.7 egysé
Jorg 10
(Ezt a modszert célszerli alkalmazni két parhuzamos egyenes tavolsaganak megha-
tarozasahoz ahelyett, hogy egy mindkettdre merdleges egyenes metszéspontjainak

kiszamitasa utan azok tavolsaganak kiszamitasaval dolgoznank.)

Tudjuk az elemi geometriabdl, hogy két adott ponttol egyenld tavoli pontok halma-
za a két pont altal meghatarozott szakasz felezémer6legese. Az AB szakasz felez6-
pontja:

F(_2+6;7—+1J:F(2;4).
2 2

Az E(& —6) a felezOmerdlegesnek normalvektora, igy a normalvektoros egyen-
letet alkalmazva:

8x+(—6)-y=8-2+(~6)-4,

8x—6y =-8,
4x -3y =-4.
Az AB felezépontja:
F[_S;l %) = F(-2;5).

A megoldast ad6 egyenes a CF egyenes lesz, melynek egyenletét a 283. feladat
alapjan eljarva hatarozhatunk meg. Fé(l; 1) iranyvektor, igy:
x—y=-1-6,ebbll x—y=-7.

A metszéspont koordinatai az egyenesek egyenleteibdl allo egyenletrendszer meg-
oldasabol adddnak.

2x-3y=1;
5x-2y=-3.
Adjuk 0ssze az elsd egyenlet 2-szeresét és a masodik egyenlet (—3) szorosat! (En-
nek kovetkeztében az y kiesik: egyenld egyiitthatok modszere.) Azt kapjuk:
—11lx=11,ebbdl x = -1, amibdl y = -1,
a metszéspont (—1;-1).

Az el6z6 feladat megoldasaban latottak szerint eljarva a metszéspont: (1; —2).
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310. a) Meghatarozzuk az 4B, illetve CD egyenesek egyenletét, majd megoldjuk a két
egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszert. A megoldasként adodo pont lesz a

keresztez6dés helye. Mivel A—B(6; —8) iranyvektor, igy az AB egyenlete:
—8x—6y=16-18,ebbdl 4x+3y =1.
DC (4;14) miatt:
14x—4y=14-3-4-6,ebb6l 7x -2y =9.
Az egyenletrendszer:
4x+3y =1,
Tx—-2y=09.

Az elso egyenlet 2-szeres¢hez hozzaadva a masodik 3-szorosat kiesik az y (ez az
un. egyenld egyiitthatok modszere), igy

29x =29, ebbdl x =1, amibdl y =—1;
a metszéspont: M (1;-1).

b) Vegyiik észre, hogy a metszéspont az AB szakasz felezOpontja, ezért a tavolsag-
képlet miatt:

AM = MB =\/(-2—1) +(3+1)’ =5 egység = 50 km!

y A C

N |/
N/
—2 -1 |0\ M 2 3 4;

311. a) A keresett pont rajta van az adott egyenesen, valamint az 4B szakasz felezémero-
legesén.

Az AB felezépontja: F (1;4).

Mivel AB (—6; 2) a felezémerdleges normalvektora, igy a normalvektoros egyen-
letet alkalmazva:

—6x+2y=-6+8,ebbdl 3x—y=—1.
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312.

313.

A két egyenes metszéspontjanak koordinataira:
x=T7-3y;
{3)6 -y=-1
Behelyettesitve x-et:
3(7-3y)—y=-1,¢ebbdl y =2,2,amib8l x = 0,4.
A metszéspont: (0,4;2,2).
b) A tavolsagképlet miatt:

\/(4—0,4)2 +(3-2,2)" =/13,6 ~3,69 egység = 36,9 km.

A haromszog kozépvonalara vonatkozo ismert tétel miatt az oldalfelezépontokra
fektetett egyenesek (és csakis azok) felelnek meg. Ki kell tehat szamolni a harom
kozépvonal-egyenes egyenletét. Legyen BC felezOpontja D, CA felezépontja E és
AB felezépontja F! Alkalmazva a felez6pont koordinataira vonatkozo dsszefliggést:

D(12+6;_82+4J:D(9;—2); E(_42+6;2;4J:E(1;3);

2
F(—4+12 ,Ej = F(4;-3).
2 2
A 311. feladat alapjan jarunk el. ED egyenlete az ETj(S; —5) iranyvektor miatt:
—5x—8y=-5-1-8-3,ebbbl 5x +8y =29.

FD egyenlete:
x—=5y=4+5-3,ebb6l x-5y=19.
EF egyenlete:
6x+3y=6+9,ebbll 2x+ y =5.
a) Az R’(6; 6) a magassagegyenes normalvektora, igy a normalvektoros egyenle-

tet a B pontra alkalmazva:

6x+6y=6-4—6-3,ebbll x+ y =1.
Az AC egyenesének Zﬁ(6;6) iranyvektora, igy az irdnyvektoros egyenlet alap-
jan az AC egyenlete:

6x—6y=6-(—2)—6(-1),ebbdl x—y =—1.
A két egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer:

x+y=1
x-y=-1

2x =0, ebbdl x =0, amibdl y =1;
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Osszeadas utan:

ezért a talppont: 7(0;1).
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b) A BT szakasz hossza a tavolsagképlet alapjan:

BT =\J(4-0) +(-3-1)’ =32 =42 cgység.

314. a) A sulypontra vonatkozo6 képlet miatt a sulypont: S (g,—%j

b) Egy haromszdg magassagpontja a magassagegyenesek metszéspontja. A ma-
gassagegyenes aharomszog valamely csiicsan atmend, a szemkdzti oldalegyenesre
merdleges egyenes. Konnyt latni, hogy az AB oldal parhuzamos az x tengellyel,
igy a hozza tartozé (a C csucson atmend magassag) magassagegyenese: x = 4.
A E’(—2;4) normalvektora az 4 csticson atmend magassagnak, igy a normal-
vektoros egyenletet az 4 ismert ponttal alkalmazva:

2x+4y=(-2)-(-2)+4-(-2),ebbbl x -2y = 2.
A két magassagegyenes metszéspontja x =4, amib6l y =1 miatt: M (4;1).

¢) Egy haromszog koré irt korének kozéppontja az oldalfelezé merdlegesek met-
széspontja, hiszen egyenld tavolsagra van a csticsoktol. Az AB felezémerdlegese
az y tengellyel parhuzamos. Mivel a felezépont

F(—_22+ 6 ;—2) =F(2;-2);
igy az egyenes: x=2.

A BC felezési pontja D (5;0), a rajta atmend felezOmerdlegesnek l‘?é(—2;4)
normalvektora, igy egyenlete:

—2x+4y=-10,ebb6l x-2y =5.
A két egyenes metszéspontja:

x=2,amibdl y = =3 miatt 0(2;—5)
2 2
d) Tekintsiik az ﬁ illetve SM vektorokat:
08(3-2-3+3 )08 g (o33 -5 (55
3 32 3°6 3 3 3’3

Leolvashato, hogy 20S = SM, amib8l nemcsak az allités olvashato le, hanem az
is, hogy S az OM szakaszt 1 : 2 aranyban osztja két részre. (Ez minden harom-
szdgben igy van, neve: Euler-egyenes.)
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y
C
90
M,
.300/ -
2 U2‘({3 DY [6 |7y
AA 450 8
F
1 —

315. Mivel a két egyenesnek az 7 (5; —12) vektor egyarant normalvektora, ezért az egye-

nesek valoban parhuzamosak. A két egyenes tdvolsaga megadja a négyzet oldalanak
hosszat! Valasszuk az elsé egyenesnek azt a pontjat, melynek elsé koordinataja
x =26, ekkor a masodik koordinata:
6-26
y= TR 13.
Az igy kapott (26;13) pontnak az 5x—12y —65 =0 egyenestdl vett tavolsaga meg-
adja a négyzet oldalhosszusagat. A 303. feladatban latott pont-egyenes tavolsagkép-

letet hasznalva:
5-26+(-12)-13-65
d=| (-12) |:_91:7-

5 +(-12) 13

igy a teriilet 49 teriiletegység.

316. a) Az abra jeloléseit hasznaljuk. A két pont tavolsagara vonatkozo képlet felhaszna-

lasaval kapjuk, hogy

c=5,a=10,b=+/97 ~9.85. y b1

A szogfelezd tétel szerint 8o

AT ¢ , e ¢ Y

—— =—. Az osztépont koordinatairél 5

TC a 4 Y

tanultak alapjan . K ;

a-a,+c-c, _a-a,+c-c, s

g atc = a+c ' A2 TN
> ™~ X

A konkrét adatokkal T (2; —]. il ™~ P
3 b TNQALC 8;-2)

A T és B els6 koordinataja egyenld, igy B

a szogfelezo egyenlete: x = 2.
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ch

a+c
akkor az AK egyenes szogfelezo. A szogfelezd tétel szerint

chb
TK AT g44¢ b
KB ¢ c a+c
Az osztopont koordinataira vonatkozo tétel alapjan:
K(a-al +b-b+c-c, _a-a,+b-b, +c-czj.
a+b+c ’ a+b+c

b) A szogfelez6 tétel kdvetkezményeként AT =

. Ha K a beirt kor kozéppontja,

10+63/97
" 1544097

A konkrét adatokkal K [2 J, kozelitben K (2; 2,78).

317. Altaldnosan szamolunk azért, hogy altalanosan hasznalhaté eredményt kapjunk.
e:ax+by:c,012—i-b2 #0,

P(xy, o)

A P-re illeszkedd, e-re mer6leges fegyenes egyenlete: f :bx—ay = bx, —ay,.

a) A keresett merdleges az e és e+ 7] [y
f egyenesek metszéspontja, &
amelynek  koordinatait az s
egyenletiikbol 4ll6 egyenlet- ¢
rendszer megoldésa adja. \ P|(8; 2)
ax+by=c :
{bx —ay =bx,—ay,

Az 1. egyenlet a-szorosat és a
2. egyenlet b-szeresét Ossze-
adva kapjuk, hogy

ac+b’x, —aby,
X=—— "
a’+b’ =6

P (2:~)

Az 1. egyenlet b-szeresébdl
kivonva a 2. egyenlet a-szorosat kapjuk, hogy

2
=bc—abx0+a Vo
a +b’
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igy a mer6leges vetiilet:
V[ac—i—bzxo —aby, bc—abx, +a2y0}

a* +b? ’ a* +b*

A konkrét adatokat behelyettesitve: V (5;—2).
b) A keresett P’ és a P pont altal meghatarozott szakasz felezdpontja V. A felezépont
koordinatairol tanultak alapjan:

P —a’x,+2ac—2aby, +b’x, a’y,+2bc—b’y,—2abx, .
a’+b ’ a+b

Konkrét adatokkal: P’ (2; - 6).

318. Két egyenes hajlasszoge legegyszeriibben ugy hatarozhaté meg, ha figyelembe
vessziik, hogy hajlasszogiik vagy iranyvektoraik szdge, vagy (ha a szog tompa-
sz0g) a vektorok altal bezart szog kiegészitd szoge. Az iranyvektoros egyenlet miatt
konnyen leolvashato a két egyenes egy-egy irdnyvektora: ¥, (2;1) és v, (=3;1).
AV, (xl; yl) es v, (xz; yz) vektorok hajlasszogét skaldris szorzatuk segitségével

kaphatjuk meg:
Ve vy =[vel-[vr|-cosp = a7 + 37 x4 37 -cosp = xxr, + 3y,
+
cosp = XX, T V)

V& + g
ahonnan behelyettesités utan:
2-(—3)+1~1_ -5 1

NV TN RN

ezért az egyenesek hajlasszoge 180°—135° =45°.

cosQ = ebbdl ¢ =135°,

3.3. Korok

319. Mivel az origé kozéppontu kordk egyenletének altalanos alakja: x* +y* =r?, ahol
r a kor sugara, ezért az egyenlet: x° +y° =3.

320. Mivel az (u;v) kizéppont, r sugart kor altalanos egyenlete: (x —u) +(y—v)’ =%,

ezért a keresett egyenlet: (x+1)" +(y—2)" =9.

321. Behelyettesitve az altalanos egyenletbe: (x + 3)2 + (y + 4)2 =25.
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322.

323.

324.

325.

326.

327.

Teljes négyzeteket alakitunk ki, tehat (x—u)’, illetve (y—v)" alaki kifejezéseket,
ahol u és v értékét ugy valasztjuk meg, hogy az x-ek, illetve y-ok szama a feladatban

szerepld legyen, amihez az (a—b)’ = a* —2ab+b* azonossagot kell ismerni:
(x=1)" =1+(y+3)" =9+1=0,ebbl (x~1)" +(y+3) =32,
ezért a kdzéppont, illetve a sugar: K (l;—3) és r=3 egység.

Az el6z6 feladatban mondottak szerint eljarva:

2 2 2
X+ y—é —Ezo,ebb61x2+ y—é (2 ,
2 4 2 2

5
ahonnan K(O;%) és r=5 egység.

A teljes négyzetek kialakitasa utan: (x+1)" +(y+2)° =0, de ilyen kér nem létezik,
hiszen a sugar nagysaga nem lehet 0.

Az 322. feladatban elmondott eljarast alkalmazva:
2 2 2 2
x+l —l+ y—z —2—320,ebb61 x+l + y—g =4,
2 4 2 4 2 2 2

ahonnan K(—%;%j €s r=2 egység.

(x+2) =4+ (y-3)" —9+14=0,ebbsl (x+2)" +(y-3)" =1,
ami nem lehetséges, tehat nincs megfeleld kor.

El6szor meghatarozzuk a kor kdzéppontjat és sugarat:

(x+1) +(y=1)" =1,ebbdl K (~1;1); r=1.
Az egyes pontoknak a kor kdzéppontjatdl vett tavolsagait dsszevetve a sugarral
konnyen adodnak a valaszok.

a) PK = \/(—2 + 1)2 +(1- l)2 =1=r. Ebbdl kdvetkezik, hogy P rajta van a kordn.

b) OK =4/(1+1)" +(1-1)° =2 > r. Ebbdl kivetkezik, hogy O kiviil van a kéron.

2 2
c) RK = (—l—i-l) +(§—lj = L <r. Ebbol kovetkezik, hogy R beliil van a
koron. 2 2 V2
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328.

329.

330.

d) v 4

a) A megfeleld pontok a C kdzéppontu és 10 egység sugaru korvonalon vannak,
melynek egyenlete: (x+2)" + (y- 3)" =100.

b) Mivel CP = \/(—2—3)2 +(3 +9)2 =169 =13, igy nem volt hallhat6 a robban-
tas.

¢) Mivel ennek a telepiilésnek a tavolsaga C-t6l 9 egység, ezért itt hallhatd volt a
robbantas.

Mivel x*+y? +4x+8y +4=0,ebbdl (x+2) +(y+4) =43

ezért a keresett kor kdzéppontja K (—2; —4), sugara pedig 2 egység, igy az egyenle-
2 2 5

te: (x+2) +(y+4) =22

Két ponttol egyenld tavolsagra levd pontok halmaza a sikban a két pont altal megha-
tarozott szakasz felezomerdlegese. Az AB szakasz felezomerdlegesének egy pontja
az F(0;5), normélvektora AB(—4;8). Ebbdl kdvetkezden a szakasz felezdmers-
legesének egyenlete:

fi—x+2y=10.
A keresett pontok koordinatait a kor és a szakasz felezdmerdlegesének egyenletébdl
allo egyenletrendszer megoldasai adjak.

-x+2y=10
(x=3)" +(y—4) =25

Az elsd egyenletbdl: x =2y —10. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe:
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(2y-13)" +(y—4) =25,
4y* ~52y+169 + y* —8y +16 =25,
59> —60y+160 =0,

Y =12y +32=0,
yi=4y=8
X, =-2,x,=6,

R(-2:4), £, (6:8).

y
I’
K (=3 LA =25
B (+2;)9)
J‘Z 6; )
P, (2 Lr
A2 1) X
2010 T8 —r s —T4 Bl AT10 o9 B 7 654 P2 DN b 55 7 B b1
fl:—x+2y+10 |-

331. Ha megoldjuk a kor és az egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszert, akkor meg-

kapjuk a két ponthalmaz kdzos pontjait, az ezeket 6sszekotd hir hossza a tavolsag-
képletbdl hatarozhatd meg.

y=2x+1.

{(x—1)2+(y+2)2:25,

Behelyettesitve y-t:
(x—1)" +(2x+3)" =25,ebb6l x> = 2x+1+4x> +12x +9 = 25,
ahonnan
5x* +10x—15=0, ebbsl x* +2x—-3=0.
Innen x, =1, amib6l y, =3 és x, =3, amibdl y, = -5.
A kozds pontok tehat 4(1:3) és B(-3;-5). A tavolsagképlet miatt:

AB =4 +8% =80 =4/5~8,94 egység.
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332. Ha megoldjuk a két kor egyenletébdl allo
x*+y' —6x—8y =0,
X'+ +4x+8y+4=0.
egyenletrendszert, akkor az (x; y) megoldasok szamabdl kidertiil, hogy hany k6zds
pont van.
A masodik egyenletbdl kivonva az elsdt a masodfoku tagok ki fognak esni:
10x+16y+4=0,ebbdl x =—-1,6y—0,4.
Az els6 egyenletbe beirva:

(1,6 +0,4)" +y* +6(1,6y+0,4) -8y =0,
2,56y° +1,28y+ 0,16+ »> +9,6y+2,4—8y =0,
3,567 +2,88y+2,56 = 0.

Ennek a masodfoku egyenletnek a diszkriminansa negativ, ezért az egyenletnek
nincs valos megoldasa, igy a két kornek nincsen kozds pontja.

333. a) Az adott kdzéppontu és sugart kor egyenlete: (x—5) +(y—1)" =10, igy a két
kor egyenletébdl allo egyenletrendszer a négyzetre emelések elvégzése és rende-
z¢s utan: S
x+y =10x-2y+16=0,
{xz +y°-3x-3y-8=0.
A masodik egyenletbdl kivonva az elsét:
Tx—y—24=0,¢ebbdl y =7x—24,
amit behelyettesitve a masodik egyenletbe, rendezés utan:
5x* —36x+64=0.

. 16
Ennek megoldasai: x, =4, x, = 5 ahonnan a kdzos pontok:

A(4;4) és B E;—§ .
55
b) Mivel a kozos hliregyenes tartalmazza a két kor metszéspontjait, ezért a két kor
egyenletének kivonasa utan kapott egyenlet lesz a kozos hir egyenesének egyen-

lete: y=7x—-24.
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334.

335.

Mivel a kor kozéppontja: K (3;2), tovabba az elemi geometriabdl tudjuk, hogy az

érintdegyenes merdleges az érintési pontba hiizott sugarra, igy K—P(4;3) az érintd

normdlvektora. Alkalmazva a normalvektoros egyenletet:
4x+3y=4-7+3-5,ebb6l4x+3y =43,

Az egyik oldalegyenes-par iranyszoge 45°, a masik paré pedig 135° lesz, ezért
egyenletiiket a meredekséggel felirt formaban keressiik. A meredekség az iranyszog
tangense, igy a két tipus:

y=x+b;illetve y=—x+c.
A kor koézéppontjan atmend, az oldalegyenesekkel parhuzamos két egyenes ha-
tarozza meg az ¢érintési pontokat, igy a fentiek miatt, mivel a kor kézéppontja a
K (3;2) pont, a két egyenes:

y=x-1;illetve y=—-x+5.
Behelyettesitve a kor egyenletébe adodik a két-két érintési pont!
L (x=3)" +(x=3) =8 =|x—3|=2,ebbdl x=5 vagy x=1,

ezért P(1;0) és R(5;4).

2. (x=3) +(3-x) =8 |x—3|=2,ebbSl x =5 vagy x=1,
ezért S(1;4) és Q(S;O).
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336.

2

Ezek utan azonnal felirhatéak az oldalegyenesek egyenletei:
AD: y=—x+9;BC: y=—x+1,CD: y=x-5;AB: y=x+3.

c) A fenti egyenletekbdl konnyen adédnak a négyzet cstcsai:

A(3;6); B(-1;2); C(3;-2); D(7;2).

Az érinték merdlegesek az érintési pontokba hiizott sugarra, ezért a kor kdzéppont-

jén atmend, a megadott egyenesre merdleges egyenes ki fogja metszeni az érintési

pontokat. Az adott egyenes 7i (4;3) normalvektora igy ennek az egyenesnek irany-

vektora lesz, ezért az iranyvektoros egyenletet a K (4;2) kozépponttal felirva:
3x—4y=3-4-4-2,ebb6l3x -4y =4.

Innen

y=—x-1,

melyet beirva a kor egyenletébe:

2
(x—4) +Gx—3j =25, ebbél x? —8x+16+%x2 —gx+9=25,

ahonnan

g)f —gx:O, ebbéléx(x—8)
16 2 16

0,

melynek gyokei:
x,=0 és x, =8,
igy az érintési pontok
E(0;-1) ¢és F(8;5).
A keresett érintéegyenesek egyenlete a normalvektorok egyezése miatt a normal-
vektoros egyenletbe vald behelyettesitéssel adodik, ha azt elobb az £, majd pedig az
F pontra alkalmazzuk:
4x+3y=4-0+3-(-1),ebbdl 4x+3y =-3,

4x+3y=4-8+3-5¢cbbdl 4x+3y =47.
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337. Alkalmazzuk a pont-egyenes tavolsagképletet a kor sugaranak meghatarozasara!

Mivel az adott egyenes egyenlete felirhatd x+2y+5=0 alakban, igy az elmélet-
bol ismert (és a 315. feladatban igazolt) dsszefiiggést alkalmazva:

1-(-3)+2-4+5

)24y 0, g
VI 422 V5

Ezért a kor egyenlete: (x + 3)2 + (y - 4)2 =20.

Megjegyzés:

A feladat megoldhato tigy is, hogy el6bb meghatarozzuk az érintési pontot a K pon-

ton atmend, az adott egyenesre merdleges egyenes egyenletének felirdsaval, majd a
két adott pontra vonatkozod tavolsagképletbdl szamitjuk ki a kor sugarat.

338. a) A korée irt kor kozéppontja az oldalfelezé merdlegesek metszéspontja.

Az AB oldalfelez6 merdlegese legyen f.! Ennek pontja az AB szakasz felez6pont-
1 —
ja F, (5, 4}, normalvektora 4B(3,4), egyenlete 3x+4y = 375

Hasonloképpen BC oldal felezomerdlegesének, egyenlete 3x—4y =7. A met-
széspont koordinatait a kapott egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa
adja.

. 4
A két egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy x = g

A két egyenletet kivonva kapjuk, hogy y = 2 fgy 0(49 ; 21).

12716

16
2 2
A kor sugara r = A0 = sl + n = /MZZS\/E.
12 16 2304 48

49Y’ 21 60625
A koregyenlete: | x—— | +| y—— | =—
& (x 12) (y 16)

2304
b) Egy korabbi feladatban (1asd 316. feladat) meghataroztuk a beirt kor kdzéppont-

it K 2;10+6\/ﬁ
15+\/ﬁ

sz0g oldalait:

], kozelitéen K (2; 2,78). Ugyancsak megadtuk a harom-

c=5a=10,b=+97 ~9,85.
A Heron-képlettel kaphat6 a haromszog teriilete: 7' = 24.

24 ag 48(15-97) 3(15-07)

Abeirtkorsugara: p = T_

s 154497 154497 128 g
2
2
A kér egyenlete: (x—2)2 +(y— SJi_27J _ 1499 _312375.
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339. a) Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy egy adott szakasz a szakasz mint atméro folé
emelt kdrvonal pontjaibol latszik derékszogben (kivéve a szakasz végpontjait).
Az ilyen kor neve: Thalész-kor. Meg kell tehat hataroznunk az 4B f61¢ emelt
Thalész-kornek és a koordinatatengelyeknek a kdzods pontjait! Az AB felezési
pontja, ami a kor kézéppontja lesz:

K(w,ﬂ) =K (44).
2 2
Mivel
P’ =BK*=(8-4) +(7-4) =25,
igy a kor:
(x—4) +(y—4)" =25.
Ha x =0, akkor az y, ha pedig y =0, akkor az x tengellyel vett metszéspontok
adodnak. Ezért
x =0, ebbdl |y—4| =3,amibdl y, =7, y, =1,
vy =0, ebbdl |x—4| =3,amib6l x, =7, x, =1.
Az A ponton kiviil a kovetkezd pontok adodtak, melyek a feladat megoldasai
lesznek: P(O;7); Q(I;O) és R(7;0).

b) ]

“oge

n o o

Ju

-1 10 (1 2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 [9x

340. A kor kozéppontjaa K (0; —2) pont. Az érintési pontokbol a KP szakasz derékszog-
ben latszik, ezért rajta vannak a KP f6lé emelt Thalész-koron és az eredeti koron
is, igy meghatarozhatjuk 6ket. A Thalész-kor kdzéppontja a KP szakasz F felez6-

pontja:
2 2 2°2

sugarara pedig
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igy egyenlete:

5 1Y 25
—Z 4] y—=| ==, ebb8l x> +y* —5x—y—-6=0.
(x 2) (y 2j 2 ooy

A két kor egyenletébdl allo egyenletrendszer:
x? +y2 +4y—-1=0,
X'+ =5x-y—-6=0.
Az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat:
5x+5y+5=0,ebbbl x =—y—1.
Behelyettesitve az elsé egyenletbe:
(y+1)2 +)°+4y—1=0,¢ebb812y” +6y =0,ebbdl 2y (y+3) =0,
amibdl y, =0,y, =-3,
igy az érintési pontok: E, (~1;0) és E, (2;-3). Az E,P(6;3) és E,P(3;6) az érin-
tdegyenesek iranyvektorai lesznek, ezért azok egyenletei:
3x—6y=-3,ebbbl x-2y=—-1,
6x—-3y=12+9,ebbbl 2x—y=7.

341. Afeladat az ABC haromszog koré irt korének meghatarozasa. Az elemi geometriabol
ismert, hogy a koré irt kor kozéppontja az oldalfelezé merdlegesek metszéspontja.
Ennek meghatarozasa céljabol felirjuk az AB, illetve BC oldalak felezémerdlegese-
inek egyenletét, majd megoldjuk az egyenesek egyenletébdl allo egyenletrendszert.
Mivel 4 és B masodik koordinataja egyenld, ezért 4B parhuzamos az x tengellyel,
igy felezbmerdlegese az

—2+6
X = =
2

2

egyenes lesz. A BC felez6pontja:

p(2245.4-3)_p g;lj_
2 72 2’2

CB (—7; 7) normalvektora a keresett egyenesnek, ezért annak egyenlete:

—7x+7y:—%+%=—7,ebb61x—y:1.

Mivel x =2, igy y=1,ebb8l K (2;1) a kdrgyirti kdzéppontja. A sugara:

r=AK =/(6-2)" +(4-1)" =5 egység = 20 km.
b) A korgytrt kertilete a kor keriiletére vonatkozd képlet miatt:
k=2nr=125,6 km.
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c) y
ST = ~
8,/ A
/ \
K
&440123456/;
. c
s |

342. Az els6 kor kdzéppontja K (4;5), sugara 3, a masodik kor kdzéppontja az origo,
sugara 2. Legyen P(x; y) egy megfeleld pont a sikon, és tekintsiik a koroket a
koordinata-rendszerben!

y
iy \
A . K
syl
AN /
NI A
JAA
5 0 .
\2—_1101234567)(
NS

A P ponbol huzott érintészakaszok altal 1étrehozott PEK és PDO derékszogl ha-
romszdgek PE és PD befogdi egyenld hosszuak, igy a négyzeteik is, ezért a Pitago-
rasz-tétel miatt:
PK?~3% = PO* ~2%,¢bb6l (x—4)" +(x—5) =9 =x>+y* —4.

Innen

x> —8x+16+ 1> —10y+25-9=x"+ " —4,

36=8x+10y,

18=4x+5y.
Ebbdl nyomban leolvashatd, hogy a keresett mértani hely egyenes, amely raadasul
merdleges a korok kozéppontjat sszekoté OK szakaszra. (Hiszen OK normélvek-
tora az egyenesnek.)
Az elvégzett atalakitasok visszafordithatosaga miatt az is igaz, hogy a fenti egyenes
minden pontja hozzatartozik a mértani helyhez.
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Megjegyzés:
A fenti tulajdonsagu egyenes neve: hatvanyvonal.

343. a) Atalakitva a gorbe egyenletét:

x4+ y* —2x+4y-20=0,ebbsl (x 1)’ +(y+2)" =5~
Ebbdl azonnal latszik, hogy valoban korrdl van szo, melynek kozéppontja a
K (1;-2) pont, sugara pedig 5 egység.

b) Ha egy ponthalmazt olyan vektorral tolunk el, melynek koordinatai egész sza-

mok, akkor az alakzat racspontjai racspontokba mennek at, és a kapott alakzat-
nak pontosan ugyanannyi racspontja van, mint az eredetinek, hiszen az eltolast
ellenkezd iranyban is végre lehet hajtani! Ebbdl nyomban kovetkezik, hogy a
feladatban szereplé kornek pontosan ugyanannyi racspontja van, mint az ori-
26 kozéppontt, 5 egység sugari x” +y* =5 egyenletii kornek. (Az eltolast a
v (—1; 2) vektor adja meg.) Tekintettel arra, hogy

25=0"+5"=3"+4%
tovabba természetes szamok négyzetének Osszegére (a tagok sorrendjétdl elte-
kintve) kénnyen lathaté médon méashogy nem bonthato fel, igy az 6sszes lehetsé-
ges eldjelezést figyelembe véve az alabbi racspontok talalhatok a kdron:

(0:5); (5:0); (0:-5); (=5;0); (3:4); (43); (=3:4); (4-3); (3-4); (-43);

(-3;—4); (—4;-3).
Mivel ezek szama 12, ezért pontosan ennyi racspont talalhat6 az eredeti kdron is!

3.4. Parabolak

344.2) - b) ;

@) yl=05x

345. Mivel y=—x*—2x+4=—(x+1)" +5 ezért a grafikon:
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3 2 o 1\ 2 x
1

346. Mivel az egyenes egyenletébdl y =2x+ 3, ezért ezt beirva a parabola egyenletébe:
x2=2x+3,ebbSl x> —2x-3=0 :

melynek megoldasai x, =—1, x, =3, ezért a kdzds pontok A(—l;l) és B(3;9).

347. a) Atalakitva a palya egyenletét:
y=—x+2x+3=—(x—1) +4=4—(x-1).
Ebbdl azonnal leolvashaté hogy y értéke x =1 esetén lesz maximalis és y,_. =4,
ezért a palya csicsa a T (1;4) pont lesz.
b) A 16vedék ott esik le, ahol y =0 (és x nem negativ), azaz:
(x—1)" =4, ebb6l |x 1| =2, amib6l x, =3; x, = —1;
de ez utobbi hely nem felel meg a feladat szvegének, igy a becsapddasi pont:
B(3;0).
c) Az AB tavolsagot a tdvolsagképletbdl szamithatjuk ki:
AB =+3*+3* =32 ~ 4,24 egység.
d) vy A7

4
4

1A
,

348. Az érinté meredekségét a P(x;y) pontban azy =f'(x) fiiggvény differencialhanya-
dosa adja meg: f'(x) =—x+2, ezért az érinté meredeksége m = -2, igy egyenlete
felirhat6 ¥ =—2x+b alakban. Mivel atmegy a P ponton, ezért b értéke behelyette-

sitéssel konnyen megkaphato:
—1=-8+b,ebbdl b=7,
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ezért az érintd egyenlete:
y=-2x+7.

349. a) Meg fogjuk hatarozni a parabola azon érintdjét, amely parhuzamos az adott egye-
nessel. Az érintési pontnak az adott egyenestdl vett tavolsaga (merdleges sza-
kasz) lesz a parabola és az adott egyenes tavolsaga. Mivel

y=x"—6x+7,ebbdl y' =2x—6;
a parabola valamely P(x; y) pontjahoz tartozé érintdegyenes meredeksége, és
ez parhuzamos a megadott egyenessel, ezért meredekségiik egyenlo:
2x—6=4,¢ebbbl x =5;
igy az érintési pont: P(5;2).
b) Az érint6 egyenes egyenlete y =4x + b alakban irhato, és mivel atmegy a P pon-
ton, ezért
2=4-5+b,ebbdl b=-18;
miatt egyenlete:
y=4x-18.
¢) A minimalis tdvolsag kiszamitasahoz a pont-egyenes tavolsagképletet hasznaljuk
fel, amihez az adott egyenes egyenletét irjuk
4x-y-35=0
alakba. Behelyettesitve:
Je |4-5-1.2-35 17

& +(-1) N

350. a) Mivel y=x>-2x= (x—l)2 —1, igy a grafikon:
y ,
\Ls /
\ /

=J17~4,12 egyseég.

ES

b) Keressiik a megfeleld érintd egyenletét y =mx+b alakban. Mivel dtmegy a P
ponton, ezért
2=3m+b,ebbdl b=2—-3m,amibdl y =mx+2—-3m
alakban is irhaté az egyenlet. A P ponton atmend, az y tengellyel nem parhuza-
mos egyenesek koziil az lesz érintd, amelyre igaz, hogy a parabola és az egyenes
egyenletébdl allo egyenletrendszernek egy adott m-re pontosan egy megoldasa
van. Az egyenletrendszer:
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y=x"=2x;
y=mx+2—-3m;
ahonnan
x2—2x=mx+2—3m,ebb61x2—(m+2)x+3m—2=0.

Egy masodfoku egyenletnek pontosan akkor lesz egy megoldasa, ha diszkrimi-
nansa 0, igy
(m+2)" —4(3m—2)=0,ebbSl m* —8m +12 = 0;

melynek megoldasai:
m, =2,m, = 6.
Két érint6 felel meg:
y=2x—4;illetve y=6x—16.

351. a) Tekintsiik a parabola egy altalanos helyzetii pontjat: P(x; % x’ j ! Az adott ponttol

vett tavolsag pontosan ott lesz minimalis, ahol a tdvolsag négyzete minimalis, igy
csak azzal foglalkozunk. A tavolsagképletet alkalmazva:
2
PQ*=x*+ Lo sy oLy 30 ss =i(x4 ~24x*)+25=
4 16 2 16

= L[ —12) —144 |+ 25;
ol (¥ -12)

ahonnan
» L, 2 Ly, 2 .
PO —R(x -12) —9+25—E(x ~12) +16 2 16;
PO > 4.

Egyenl8ség pontosan akkor 4ll fenn, ha x* =12, ebbdl x = 243 vagy x = —2.3.
Két megfeleld pont van tehat: A(2\/§;3) és B(—Z\/g;3).

b) A minimalis tavolsag 4 egység.

352. Legyen P(x, y)! Ekkor
d,, =X +(y—2)2 =Jyx’+y"—4y+4
dp =|y+2|

a) x>+ —4y+4 :2|y+2|

Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat (nemnegativak)!
¥+’ —4y+4=4y" +16y+16
x*=3y*-20y-12=0
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Lathato, hogy a kapott ponthalmaz nem kor, hiszen a masodfoku tagok egyiitt-
hatdja nem egyenld, nem valamelyik koordinatatengellyel parhuzamos tengelyti
parabola, hiszen mindkét ismeretlen masodfokon szerepel. Ez a gorbe nem sze-
repel a kdzépiskolaban tanult ponthalmazok k6zott (hiperbola).

b) 24x*+ )  —4y+4 =|y+2|

124

Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat (nemnegativak)!

4x* +4y° —16y+16 =" +4y+4

4x* +3y° -20y+12=0
Lathato, hogy a kapott ponthalmaz nem kor, hiszen a méasodfoku tagok egyiitt-
hatdja nem egyenld, nem valamelyik koordinatatengellyel parhuzamos tengelyti

parabola, hiszen mindkét ismeretlen masodfokon szerepel. Ez a gorbe nem sze-
repel a kdzépiskolaban tanult ponthalmazok kozott (ellipszis).

Y L~
~ VY
|- .
- 3 5 b ——Jo o b
fiy=-2
L— I
a — I~




4, Valosziniiségszamitas - megoldasok

4.1. Esemény-algebra

353.

354.

355.

356.

357.

358.

359.

Mivel a dobas eredménye vagy paros vagy paratlan, ezért a két esemény Osszege a
biztos esemény.

A két esemény szorzata az az esemény, hogy piros kiralyt, piros aszt, zold kiralyt
vagy z061d aszt huzunk. Mivel minden lap kihuzasanak ugyanannyi a valosziniisége,
4 1

ezért a szorzatesemény valosziniisége: P(4-B) = ) = .

Az A-B esemény az az esemény, hogy a huzott goly6 szama harommal oszthato, de
nem paratlan (azaz paros), tehat az az esemény, hogy a golyo6 szdma 6-tal oszthato.
Ennek a valdszintisége (mivel minden golyé kihtizasanak egyenld a valosziniisége):
P(A-B)= ER l;
30 6
ugyanis 5 darab 6-tal oszthatd sorszamu goly6 van az urndban.

Az allitas nem igaz. Legyen példaul a kockadobas esetén 4 esemény az, hogy 2-est
dobunk, B esemény pedig, hogy 3-ast dobunk! A két esemény kizarja egymast, de
Osszegiik nem a biztos esemény.

Nem igaz, ugyanis a két esemény szorzata az az esemény, hogy a harom lap azonos
szint, de paronként kiilonb6z6 figura. Ez pedig nem lehetetlen.

Az dsszes lehetséges dobassorozat szdma 2'°, amibdl dsszesen 2 a kedvezd (a csupa
fej, illetve a csupa iras sorozat). Igy a kérdezett valdszintiség:
2 1
P= F = 2—9 ~ 0,00195

A kisérletnek 2° =32 kiilonboz6 kimenetele lehetséges (ennyi 5 hosszisagu fej-
irds sorozat van). A kedvezo esetek kétfélék, vagy mindegyik dobas fej, vagy 4 fej
¢és | iras. Ezen esetek szama: 1+5 = 6. Azaz a kérdezett valosziniliség:
6 3
PA)=—=—.
4 32 16
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360.

361.

362.

363.

364.

A kisérletnek 2° =8 kiilonbozd kimenetele lehetséges (ennyi 3 hossziisagu fej-
iras sorozat van). A kedvez0 esetek pedig két kategoridba sorolhatok aszerint, hogy
2-szer dobunk fejet és egyszer irast, illetve a masik eset, ha 3-szor fejet dobunk. Az
els6 3 mddon, a mésodik egyféleképpen kdvetkezhet be. Azaz a kérdezett valdszi-

nliség:
3+1 1
P(A)=—=—.
(4) s "2
A hat lehetséges dobas koziil 2 db 3-mal oszthato (3 és a 6), azaz a kérdezett valo-

szinliség a kedvezd esetek szamanak és az 9sszes eset szamanak hanyadosa:

27
P(4) = = = 0.00046.

A lehetséges kimenetelek szama 36, ebbdl Lacinak kedvez, ha mindketten paratlan
szamot dobnak, azaz 9 eset, a tobbi 27 pedig Katinak kedvezd. Azaz Kati nyerési
esélyei a jobbak.

A szorzat pontosan akkor oszthatd harommal, ha legalabb az egyik dobott szam
oszthaté harommal. Mindkét feltétel akkor teljesiil, ha mindkét dobott szam osztha-
t6 harommal. Ez a lehetséges 36 esetbdl négyféleképpen kdvetkezhet be. Azaz Lilla
8

) ; 4 1 o 32
esélye a gydzelemre 36 o’ Mig Rudi esélye 369"

Jelolje 4 azt az eseményt, hogy a két szam szorzata oszthaté 3-mal, B pedig azt,
hogy a két szdm Osszege oszthatd 3-mal! A kérdés tehat P(A+ B). Az Osszegese-
mény valosziniisége:

P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(A4-B),
ahol, mivel a szorzat pontosan akkor nem oszthaté harommal, ha egyik tényezé se

- 4-4 20 5
oszthaté harommal P(4)=1-P(4)=1-—=—=—.
36 36 9
1
P(B)= % = %; P(A-B)-t pedig az el6z6 feladatban szamoltuk: P(A4-B) = I

Igy a kérdezett valosziniiség: 7
P(A+B) = 5

. 7 . 2
Azaz Lilla esélye a gy6zelemre Y mig Rudi esélye csupan 9
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32
365. A lehetséges huzasok szama (4 ]= 35960. Ezek koziil a kedvezd esetek szama

8) (8) (8) (8
[ j [ j [ j ( j =8* = 4096, ugyanis minden szinnek szerepelnie kell, és mind-

1)) ) u
egyik szinbdl nyolcféleképpen valaszthatjuk meg a huzott lapot. Azaz a kérdezett
valdszinlség:
P= 4096 ~0,1139.
35960

52
366. A lehetséges htizasok szama [3 j=22100. A kedvezd esetek szama pedig:

(3]-133, mivel el6szor kivalasztjuk a harom szint a négy lehetdség koziil, majd

mindegyik szinhez tizenharomféleképpen rendeliink figurat. Azaz a kérdezett va-
16szintiség:
8788
22100

= 0,3976.

367. Annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy legfeljebb 2 piros lesz a 32-bdl valasz-

B ORI
R

mig a komplementer esemény valoszintisége:
P(4)=1-P(4)=0,31.
Azaz Kriszta esélye a gy6zelemre nagyobb.

P(A) = ~ 0,69,

368. Annak az eseménynek a valdszinilisége, hogy nincs kiraly az osztasban:

48
6
P(4)= ~ 0,603,
52
6
mig a komplementer esemény valosziniisége:

P(A)=1-P(4)=0,397.
Azaz Veranak nagyobb az esélye a gydzelemre.



369.

370.

371.

372.

373.

4. VALOSZINUSEGSZAMITAS — MEGOLDASOK ]
A lehetséges kimenetelek szama 6° =36, ezek koziil kedvezd 3° +2° +17 =14;
14 7
azaz a kérdezett valdsziniiség: P=—=—.
36 18

Szamitsuk ki a komplementer esemény valdsziniiségét (azaz annak a valoszin(isé-
gét, hogy mind azonos cimletiiek):
- +2°42° 41 44 4
1-P(A)=P(A)= “# =——,ebbdl P(A) = ﬁ!
8 512 512
A héarom szint négyféleképpen valaszthatjuk ki a négy koziil, tovabba a harom szin-
bol 3! = 6 szinsorrend készithetd. Az azonos szinli golydkat is megkiilonboztetjiik,
igy a keresett valosziniiség:
1.(2:3-3+2-3-142-3-1+3-3-1) 2
P:3 (2-3-3+ 393+ 3-1+3-3 ):8_?20’32.

Sanyi gy6zelme akkor kovetkezhet be, ha a dobassorozat az alabbiak koziil keriil ki:

FIFI, FIIF, FIIL, IFIF, IFIL, IIF, IIIF, III. Azaz a 2* =16 lchetséges dobas koziil 8
kedvezd Sanyinak, a masik nyolc pedig Pistanak. Azaz a jaték igazsagos, mindket-

1
tojiiknek 5 oz esélye a gybzelemre.

Vizsgaljuk meg, hogy mely esetekben nyer a jatékos! A kockak szinei legyenek:
piros, fehér és kék! Szamoljuk 6ssze azokat az eseteket, amikor pontosan két 6-os

3
dobas van! A két hatos szinét {ZJ =3 kiilonbozé modon valaszthatjuk meg, a har-

madik kocka 1-t6] 5-ig barmit mutathat. Ez eddig 3-5=15 lehetéség. Ehhez jon
még az az eset, amikor mindharom dobas 6-o0s. Azaz 0sszesen 16 esetben nyer a

16
jatékos a lehetséges 6° =216 esetbdl. A nyerés valésziniisége tehat: —— ~ 0,074,

A lehetséges nyerési szituaciok részletesen: 216
1,6,6 6,1,6 6,0,1 6,0,6

2,6,6 6,2,6 6,60,2

3,6,6 6,3,6 6,6,3

4,6,6 6,4,6 6,0,4

5,6,6 6,5,6 6,6,5

A rendezett harmasokban az egyes értékek rendre a piros, kék, fehér kockakkal
dobott szamok.

Az 0sszeg, azaz a nyeremény lehet:

1
—= valoszinlséggel,

3
13 (harom eset), azaz Py = 216 72

128



4. VALOSZINUSEGSZAMITAS — MEGOLDASOK ]

374.

3 1
14 (hérom eset), azaz p,, = 216 = = valdszinliséggel,
1
15 (hédrom eset), azaz p;s = 2_16 = 7—2 valdszintiséggel,
16 (ha t) 3 16szintiséggel
arom eset), azaz =——=— valdszinliségge
A2 P Th16 T 12 8ec%
1
17 (harom eset), azaz py; = 216 72 valdszinliséggel,

1
18 (egy eset), azaz p,s = 316 valdsziniiséggel.

Az Osszes sorrend szama: 5!=120.

A ,,jo” sorrendek:

21453, 21534, 23154, 23451, 23514, 24153, 24513, 24531, 25134, 25413, 25431,
31254, 31452, 31524, 34152, 34251, 34512, 24521, 35124, 35214, 35412, 35421,
41253, 41523, 41532, 43152, 43251, 43512, 43521, 45123, 45132, 45213, 45231,
51234, 51423, 51432, 53124, 53214, 53412, 53421, 54123, 54132, 54213, 54231.
A kedvez0 esetek szama 44.

4 11

A keresett valoszintiség: 44 .
120 30

4.2. Geometriai valdsziniiség

375.

376.

3717.

Azok a szamok, amelyek a feladatban szerepld feltételt teljesitik, éppen a [0, 3;1[
intervallum elemei. A geometriai valosziniiségi modell alapjan akkor a kérdezett

0
valoszinliség: P = ’T7 =0,7.

Az alabbi halmaz az a részhalmaza a [2,15[ intervallumnak, ahonnan a valds sza-
mot vélasztva a feltétel teljesiil: [3,4[ U[6,7[ U[9,10[ U[12,13][.
Ezen intervallumok hosszanak dsszege 4 egység, mig az alaphalmaz hossza 13 egy-

4
ség, igy a kérdezett valoszinliség P = S

Az intervallumot jeldlje 4B, felezOpontjat F. A szakasz negyedeldpontjai (4-tol B
felé haladva) rendre: M, F, N. A feltételnek az MN szakasz belsé pontjai felelnek
meg, amely szakasz hossza az AB hosszanak fele. Azaz a kérdezett valdszinliség

0,5.
129
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B

378. A kis négyzet teriilete a nagy négyzet teriiletének fele, igy a kérdezett valosziniliség
0,5.

379. Akkor lesz mindkett6 kétszinti, ha a kettévagas helye a kdzépsd (kék) részbe esik,

aminek a valoszinlisége: P = 80 =0,4.
200

380. Egy dobas esetén annak a valosziniisége, hogy ,,bull’s eye”-t dobjon:
2.r
P(A)=——+—=0,0079.
) 22,57

Igy a kérdezett valosziniiség:

3 3
pP= sz -0,00792 - (1-0,0079) + (3] -0,0079° =0,000186.

381. A lift palyaja szemléltethetd a [0,28] intervallummal (ugyanis a lift pillanatnyi
helyzete leirhato a padlojanak a folszinttdl mért tavolsagaval, ez pedig ebben az
intervallumban van). Ebben az intervallumban a nekiink ,,megfelelé” helyzetek
minden szinten 1 egységnyi intervallumban helyezkednek el. Azaz a kérdéses valo-

6-1 3

szinliség: P = ET) = a
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382. Az eseményteriink a koordinata-rendszerben abrazolva egy kétszer kettes négyzet.

(Egy pont els6 koordinataja az egyik ember késése 8 o6rahoz képest oraban kifejez-
ve, mig a pont masodik koordinatdja a masik ember megfeleld értéke.) Az abran a
satirozott részben 1év6 pontok felelnek meg olyan eseménynek, amikor embereink
talalkoznak (azok a pontok, melyeknek koordinétéira |x — | <0,5). Ennek a teriile-

1,75
te: 4—1,5° =1,75, azaz a kérdezett valoszintiség: P = ’T =0,4375.

'
y 05

2

05

0,54

383. A kor kozéppontjat tetszélegesen valaszthatjuk, a megfelelé valasztasok az abran

satirozott részekr6l valok. Ezek teriiletének aranya a teljes teriilethez, azaz a valo-
o 20° 4
szinliseg: P=——=—.
30° 9

_
e

384. Az eseményteriink egy 30-szor 30-as négyzet a koordinata-rendszerben, ahol egy

eseménynek megfelelé pont elsé koordinataja az elsd, mig masodik koordinataja
a masodik kivalasztott pont, a palca bal végétl mért tavolsaga centiméterekben.
A megfeleld szakaszok akkor teljesitik a haromszog-egyenlétlenséget (azaz bar-
mely két szakasz hosszanak 6sszege nagyobb a harmadik szakasz hosszanal), ha a
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satirozott részbdl valasztott pont felel meg az eseménynek. Azaz a kérdezett valo-

1
szinliség: —.
4

30

15+ t

15 30 x
385. Definicio szerint, ha P(4) # O:
P( B| A) = M
P(4)
Ide behelyettesitve az ismert értékeket:
13 1
P(A4-B)=P(B|A)-P(A)=—-~ =~
(4-B) = P(B|4)- P(4) 312
ennyi a kérdezett valoszintiség.
386. Definici6 szerint, ha P(A4) # 0:
P(4- B)
P(B|A)=———
P(4)
Ide behelyettesitve az ismert értékeket:
P(A) = P(A4-B) :l.
P(B|4) 2

387. Pontosan akkor lesz 5-0s talalatunk, ha az eddig ki nem huzott 86 szambol eltalaljuk

1
az 5. nyer6szamot, igy a kérdezett valosziniiség: P = %6 ~0,0116.

388. Az ismert Osszefliggéseket felhasznalva:
P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(A-B),

ebb8l P(A4-B)=P(A)+ P(B)-P(A+B)=0,2;
azaz a kérdezett feltételes valosziniiség értéke, ha P(B) # 0:

P4 | )= P(4-B) B) 0,2

 P(B) 0,5

132

5 .



[

4. VALOSZINUSEGSZAMITAS — MEGOLDASOK ]

389.

390.

391.

392.

Legyen 4 az az esemény, hogy egyszer sem huzunk fehéret, B pedig, hogy kéket és
pirosat is htizunk legalabb egyszer! Ekkor a kérdezett valosziniiség, ha P(B) # 0:

P(A-B 3’”'@ 12
Pl =2 ol p(B) = — =2

mivel a harom szinbdl kepezheto harom hosszu sorozatok szama 3°, a kedvezd ese-
teké pedig (amikor mindharom szin csak egyszer fordul el6) 3! = 6 eset, meg amikor
valamelyik a piros és kék szinek koziil kétszer, mig a masik csak egyszer szerepel a

)

sorozatban, de fehér nincs. A P(4-B) = (ezek azok az esetek, amikor

¥ 27

csak piros és kék hiizas van, mindegyikbél legalabb egy). fgy a kérdéses valoszinii-
ség:

P(A|B) = PA-B) = l

P(B) 2
Felhasznaljuk a feltételes valdszinliség kiszamitasara vonatkozd Osszefiiggést to-
vabba, hogy P(B-A)+ P(B-A)=P(B):
0,7=P(A4|B)= PA-B)_ 03 ps 1P(B)——
_ P(B) _P(B)’ —
0.6=p(5|d)= 2D LB A) bl P(A) = w.
P(4) 1-P(A4) 0,6

- 3
De a fentiek alapjan: P(B-A)=P(B)-P(B-A4)= P 0,3.

0,6 —(i - 0,3)
Azaz P(4) =—— "= =0,7857.

>

A teljes valoszinlség tételét alkalmazva adodik annak a valdsziniisége, hogy egy
bizonyos dolog a holmik koziil élelmiszer:

P=0,4-0,4+0,6-0,2=0,28.
Azaz a holmijuk 28%-a az élelmiszer.

Rendeljiink hozza a problémahoz egy fagrafot! Osszesen 14 000 csavart gyartottak,
igy annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott csavar az elsd, masodik, illetve har-
madik gépsoron késziilt rendre
( )= 4000 _ 2 ( ) 4500 _ 9 ( )
7714000 7 7714000 28° 714000 28"

Az atmenet-valoszinliségeket feltiintetve az dgakon:
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393.

1. selejt 2. selejt 3. selejt
Annak a valoszinlisége, hogy selejtes csavart valasztunk:

P(selejt) = 20,05+ —-0,03+ 0,08 = 0,055 36.
7 28 28

Annak a valoszintisége, hogy a csavar a 2. gépsorrol valo és selejtes:

P(2.selejt) = % -0,03 =~ 0,009 64;

ezért annak a valdsziniisége, hogy a selejt a 2. gyartosorrol vald:
P= 0,009 64 ~ 0,174.
0,055 36
A leglassabb miiszak a masodik volt. Rendeljiink hozza a problémahoz egy fagrafot!
Osszesen 500 disztargy késziilt, igy annak a valdszintisége, hogy a kivélasztott disz-
targy az elsd, masodik, harmadik, illetve negyedik miiszakban késziilt rendre
P(1.)= 130 0,26, P(2.)= 100 0,2;P(3.)= 120 0,24; P(4.)= 150 _ 0,3.
500 500 500 500

Az atmenet-valdszintiségeket feltiintetve az agakon:

1. selejt 2. selejt 3. selejt 4. selejt
Annak a valoszintisége, hogy selejtes (torott) darabot valasztunk:

P(selejt)=0,26-0,1+0,2-0,05+0,24-0,15+0,3-0,1=0,102.
Annak a valdszintisége, hogy a disztargy a 2. miiszakbol vald és selejtes:
P(2. selejt) =0,2-0,05=0,01;
ezért annak a valosziniisége, hogy a selejt a leglassabb miiszakban késziilt:
~ 0,01
0,102

~0,098.
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4.3. Varhato érték, szords

394. A valoszintiségi valtozo lehetséges értékei és a megfeleld valoszinliségek:

1 2 3 4
g’ x2:3> pzzg; x3:49 P}ZQ; x4:5> p4:£;

5 6 5 4
x5:6’p5:£; x6:7,p6:£;x7:8’p7:£;x8:9’p8:£;
1

3 2
x, =10, p, :g; x, =11, p,, :g; x, =12, p, :g;

X, =2, p =

252
fgy a varhaté érték: Zx p;, = 36 =7.

395. A fejek szama lehet: 0, 1, 2, 3, 4, 5. A megfeleld valosziniiségek:

s GO

x, =0, Po=755 x =1 p, =5 x, =2, p2=7; X, =3, py = —=

A

x, =4, p4=2—5; Xy =35, ps=

? .
‘ N 80
Igy a varhato érték: le, P = %) =2,5.
i=0

396. A kiralyok szama 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. A megfelel6 valosziniiségek:
Kzgj (28] (4J (28J (4J
5 1 4 2
. — 2 — .

TN
B0, L

X =3, py = =4, py=—n— X5 =3 ps=0; x,=6, p,=0.

4 32)
6
, 6
[gy a varhato értek: D x, - p, = +2- +3- +4- =0,75.

5 e B
ARG
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397.

398.

399.

400.

401.

402.

Felhasznélva a 373. feladatban szerepl6 értékeket, a varhato értékre:
zx _3-(13+14+15+16+17)+18 243 9
216 216 8

A varhato érték: Zx W 3,5;
i=1

6 6 2 2 2 2
. " +27+...
a sz0rés pedig: \/ > x’p, —( > x, -pij = \/%—3,52 =1,708.
in1 =1

A valosziniiségi valtozo (a fejek szama) a kovetkezo értékeket veheti fel: 0, 1, 2, 3.
1 3 3 1
A megfeleld valészintiségek: p, = §; P = g; D, = g; Py = g

3
[gy a varhato értek: E(X)=>x,-p, =15.

i=0

2
A sz6rés pedig: \/ixiz D, _[ix,. .pij =y3-15 =—
i=0 i=0

A feladat feltétele pontosan akkor teljesiil, ha Zx -p=02¢s Zx >.p,=0.Ezazt
i=l1
jelenti, hogy a pozitiv valdszintiségii x, értéke csak 0 lehet. Tehat a valoszinliségi

valtozo olyan, hogy csak a 0 értéket veszi fel pozitiv valosziniiséggel, a tobbi érté-
ket 0 valoszintiséggel veszi fel.

A fejek széménak eloszlasa:
3 5

P(X:O):(Z ,P(X=1)= Goj 8 P(X=2):(120J(§j8-(§)2,...,
P(X =i)= [O]@j (j €{0,1,2,...,10}.

10 10 3 10-i 5 i
Igy a varhato érték: E(X) = ZI (gj (gJ =06,25.
i

i=0

| L

Hasonloan az el6z6 feladat megoldasdhoz, itt is binomidlis eloszlast az irasok sza-
mat megado valdszintiségi valtozo.

20 20 4 20—i i 1
A varhat6 érték tehat: E(X)=i-| |- —j (2] 220.2 2190
i 9 9 9 9
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403.

404.

405.

406.

407.

408.

A szoras pedig: D(X)=,/20-—- =%.

NN N
O |

A szorzat lehetséges értékei: 1; 2; 3; 4; 6; 8; 9; 12; 16.

1 2 2 3 2 2 1 2 1
A megfeleld valoszintiségek: —; —; —; — —s —> — —> —-
16 16 16 16 16 16 16 16 16
1+4+6+12+12+16+9+24+16_§

Azaz a varhato érték: E(X)= s 4

2 12 2
A lehetséges értékek: —1, 0, 1. A megfeleld valosziniiségek: E; E; 6

A vérhato6 érték tehat: E(X) =0. A szoras pedig: D(X) = %— 0=0,5.

A kihtzott harmasunk négyféle lehet: 1, 2, 3 vagy 1, 2, 4 vagy 1, 3, 4 vagy 2, 3, 4.
1 ,
Mindegyik 1 valoszintséggel kovetkezik be. Igy az atlag varhato értéke:

l-(2+z+§+3}:2,5.
4 33

5
A kihtzott harmasunk tizféle lehet [3) =10. Ezek:

0,1,2vagy0, 1,3 vagy 0, 1, 4 vagy 0, 2, 3 vagy 0, 2, 4 vagy 0, 3,4 vagy 1, 2, 3
vagy 1,2,4 vagy 1, 3,4 vagy 2, 3, 4. Mindegyik harmas egyforman valoszinti, azaz

a bekovetkezések valdsziniisége o

Igy az atlag varhato értéke: LI ST SRS SRLAD SIS Y P
10 3 3 3 3 3 3

1 1 1
P(4) = E; P(B)= g; P(A4-B)= e A - B: A dobott szdm hattal oszthato.

Azaz P(A)-P(B)=P(A-B), igy A és B két fiiggetlen esemény.

1 1 1
P(A)=—=; P(B)=—; P(4-B)=-. A-B=B.
(4) 2 (B) 5 (4-B) p

Azaz P(A)-P(B)# P(A-B), igy A és B nem fiiggetlen események.
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409.

410.

411.

412.

Bizonyitand6, hogy P(A - B) = P(A)- P(B). Felhasznalva a De Morgan-azonossago-
kat, 4 és B fliggetlenségét és a komplementer esemény valoszinliségérdl ismerteket:
P(A-B)=P(A+B)=1-P(A+B)=1-(P(A)+ P(B)—P(A4-B))
=1-P(A4)-P(B)+ P(A)-P(B)=(1-P(4))-P(B)(1-P(4)) =
=(1-P(4))(1-P(B)) = P(4)- P(B).

Azaz valoban P(A-B)= P(A)-P(B), ami a bizonyitandé volt.

Bizonyitando, hogy P(A-B)= P(A)-P(B). Felhasznalva 4 és B fiiggetlenségét és
a komplementer esemény valoszinliségérdl ismerteket:
P(A-B)=P(B)—P(A-B) = P(B)-P(4)-P(B);
P(4)-P(B) = (1= P(A))- P(B) = P(B)— P(4)- P(B).
Azaz valoban P(A4-B)= P(A)- P(B), ami a bizonyitand6 volt.

Modellvalasztas szempontjabol az a helyes, ha a golyokat megkiilonbdzetjiik

; 15
egymastol. Osszesen (6 j -féle modon hiizhatunk ki 6 golyot visszatevés nélkiil.

5 10
A 3 piros golyot (3] -féle modon, a 3 fehér golyot pedig [ 3 ) -féle modon valaszt-
hatjuk ki, igy a kérdezett valosziniiség:
3 3
P=———-~0,24.

15

6
Modellvalasztas szempontjabol az a helyes, ha a golyokat megkiilonbozetjiik egy-
mastol. Az dsszes hiizassorozatok szama 15°. Az, hogy a 3 piros goly6 hanyadik-

6

ként keriilt kihuzasra [ 3) -féle modon alakulhat, minden piros golyd 6tféle, min-

den fehér golyo tizféle lehet, igy a kérdezett valdsziniiség:

6
( )53.103
3

P=" %022
15
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413. Modellvalasztas szempontjabdl az a helyes, ha az érméket megkiilonbozetjiik egy-
mastol, ezért dsszesen 2°-féle eredménye lehet a kisérletnek. A kedvezd kimenete-

6
lek szama (2]’ igy a kérdezett valoszinliség:

i

P=""2-"250,234.
2° 64

414. a) Modellvalasztads szempontjabdl az a helyes, ha a kockakat megkiilonbozetjiik
egymastol. Osszesen 6'-féle eredménye lehet a kisérletnek. Pontosan egy 6-os
dobast k-5"'-féle modon kaphatunk, hiszen a k darab kocka barmelyikével dob-
hatunk 6-ost, a tobbi kocka mindegyikén pedig otféle szam adodhat. A kérdezett
valdszinliség ezért:

k . Skfl

6k

S k+1

—_— >

6 k

S5k +5> 6k,

5>k

.5k k
Pk+] — (k+k1)1 5 . 6k : =§(1+1J'
P 67 k5 6

Pk:

B

1’

b) Vegyiik észre, hogy

k

Ebbdl leolvashato, hogy k <5 esetén B, > B, mig k>5 esetén B, < F,. Mi-
vel P, = P, igy ez azt jelenti, hogy a feladatban szerepld valoszinliség k=5 és
k =6 esetén lesz maximalis. A maximum értéke:

5
(ﬁj ~0,402.
6

415. Az 6sszes kiilonbdzé dobas szama 6°. A 3-mal oszthatd szam 3-as vagy 6-os, ami 2

5
lehetdség, tovabba [ j -féle modon valaszthato ki, hogy melyik két kockaval dob-

2
tuk Oket. A kérdezett valosziniiség ezért

s
2

P:Tz(),%.
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416.

417.

418.

419.

Az szamit kedvezd kimenetelnek, ha 0, 1 vagy 2 alkalommal htzunk fehér golyot.
A 412. feladat megoldasaban latott gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy

4
54+(TJ-3-53+(2)~32~52

p= . ~0,8484.
8

Az szamit kedvezd kimenetelnek, ha 0 vagy 1 alkalommal hiizunk piros golyot.
A 412. feladat megoldasaban latott gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy

5
55—1{1) 7.5

P=——2 %0,
12

Az dsszes kiilonbozd dobés szama 6. Felhasznélva az 414. a) feladat megoldasanal
leirtakat, az szamit kedvezd kimenetelnek, ha pontosan 0, 1 vagy 2 darab kockaval

5 5
dobunk 6-ost. Ezeknek a szdma rendre 5°; (lj -5%: illetve (zj -5°. A kérdezett va-

l16szinliség ezért:
5 5
S+ 5+ ]S
1 2
P= ~0,96.

65

Az 6sszes kiilonbdzd dobas szdma 6°. Legalabb 3-as dobasra minden kockan 4 le-
hetdség van, igy szamuk 4°. Legaldbb 4-es dobasra minden kockén 3 lehetéség van,
igy szamuk 3°. Azoknak a kimeneteleknek a szama, ahol a legkisebb dobott szam a
3, a fenti két szam kiilonbsége! A kérdezett valosziniliség ezért:

4538

P= P

~0,1.



5. Bizonyitasi médszerek - megoldasok

5.1. Teljes indukcio

420. Az allitas n =1 esetén nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy az allitas valamely n-re igaz!

421.

422.

Be kell latnunk, hogy (n + 1)—re is igaz, azaz

14+3+45+..42n—1+2n+1=(n+1)
Az indukcios feltevés miatt elegendd igazolnunk, hogy

n2+2n+1:(n+1)2,

2

ami nyilvanvalo.
Megjegyzés:
Természetesen a feladat szamos mas modon is megoldhaté.

Az allitas n =1 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy az allitas valamely n-re igaz! Be kell
latnunk, hogy (n + 1)—re is igaz, azaz:
P43 +8 44 (20-1) + (20 +1) = (n+1)" (2(n+1)"=1).
Az indukcios feltevés felhasznaldsaval a bizonyitando:
n(20° =1)+(2n+1) =(n+1)" (2n° +4n +1).
Mindkét oldalon elvégezve a miiveleteket:
20 =’ +8n° +12n° + 6n+1=(n’ +2n+1)(20° +4n +1),

2nt +8n° +11n +6n+1=2n" +4n’ +n> +4n° +8n° + 2n+2n° +4n+1,
ami jol lathatdan azonossag, igy a feladat allitasat igazoltuk.

A kifejezés érteke n =1 esetén 18, igy az allitas igaz. Tegytik fel, hogy a bizonyi-
tando allitas valamely n-re igaz! Be kell latnunk, hogy (n + 1)—re is igaz, azaz
4" +15(n+1)-1

oszthato 9-cel.
Mivel

4 415(n+1)—-1=4(4"+15n-1)-45n+18,
ahol az indukcids feltevés miatt mindharom tag oszthaté 9-cel, igy készen va-
gyunk.
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423.

424.

425.

A kifejezés értéke n =0 esetén 13, igy az allitas igaz. Tegyiik fel, hogy a bizonyi-
tand 4llitas valamely n-re igaz! Belatjuk, hogy (n+1)-re is igaz, azaz
3n+3 +42n+3
oszthato 13-mal.
Mivel

33 4 423 16(3n+2 142! ) ~13. 3n+2’
igy az indukciods feltevés miatt készen vagyunk.

Mivel 2° >5°, igy az allitis n=>5 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy a bizonyitando
allitas valamely n-re igaz! Belatjuk, hogy (n+1)-re is igaz, azaz
2" > (n +1)2.
Az indukcios feltevés miatt
2" > 22,
tovabba
n*+2n+1 =(n+1)2,
igy elegend6 igazolni:
n® >2n+1, ebbdl n(n—2) >1.
Ez igaz, hiszen n > 5, ezért ezzel a feladatot megoldottuk.

Mivel

1+L:l+£<2\/§—1,ebb61\/§‘\/§<2\/§,
2 2 2

ezért az allitds n =2 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy a bizonyitando allitas valamely
n-re igaz! Belatjuk, hogy (n +1)—re is igaz, azaz

1 1 1
+—=+—=+..+—=+ <2n+1-1.
V2 3T e \/n+

Az indukcios feltevés miatt elegendd megmutatnunk hogy

20n -1+ <2Jn+1-1.
N+l

Atrendezve:

A <2(Var )

2 1
2(Jn+1-n)= JnT Jn odnil Anel

Mivel

ezért készen vagyunk.
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426.

427.

Jeldlje s(n) akeletkezd sikrészek maximalis szamat! Konnyii latni, hogy s (1) =2;
s (2) =4; 5 (3) =7;tehataz allitas n =1,2,3 esetén igaz. Tegylik fel, hogy az allitas
valamely n-re igaz! Be kell latnunk, hogy n +1 egyenes esetén a sikrészek maxima-

lis szdma:
+1) +(n+1)+2 2

s(n+1):(n ) ;n ) _n +n+§+2n+2:S

Képzeljilk el, hogy az egyeneseket egymds utan helyezziik el a sikon!

Az (n + 1)-edik egyenes elhelyezése utan a korabbi egyenesek legfeljebb n metszés-

pontot alkotnak vele, igy legfeljebb n+1 részre bontjak. Ezek az egyenesdarabok

az (n + 1)—edik egyenes elott keletkezett sikrészek koziil azokat, melyeket felosz-

tanak, két részre bontjak, ezért legfeljebb (n+1)-gyel novelik a sikrészek szamat.
Azt kaptuk, hogy

(n)+n+1.

s(n+1)=s(n)+n+1,

amit éppen igazolni szerettiink volna. A maximumra kapott érték elérhetd, mivel
mindig van olyan irany, amely a korabban elhelyezett egyenesek egyikével sem
parhuzamos, tovabba a végesen sok metszéspont miatt az ezzel az irannyal parhu-
zamos egyenes elhelyezhet6 ugy, hogy egyik korabban kapott metszéspontra sem
illeszkedik.

A Victe-formulak miatt:
X, +x,=—-a; xx,=b.
Ebbdl latszik, hogy n = 1-re az allitas igaz, n = 2-re pedig
X +x; = (x, +x, )2 —2x,x,
miatt igaz.

Tegyiik fel, hogy az allitas valamely n-ig igaz! Belatjuk, hogy akkor (n +1)-re is az.
XXt = (x +x, )(xl" + x5 ) — XX, (xl”’] +x7! )
figyelembevételével, és az indukcios feltevést felhasznalva adodik az (n +1)-re vo-

natkozo6 allitas.

5.2. Indirekt modszer

428.

Tegyiik fel a bizonyitandoval ellentétben (indirekt modon), hogy /2 ++/3 raciona-
lis szam! Ekkor a négyzete is racionalis, azaz

(\/§+\/§)2 =5+2\/g

racionalis.
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429.

430.

431.

144

a

Ebbdl az adodik, hogy J6 racionalis, azaz b

Négyzetre emelést kovetden:

alaku, ahol a és b pozitiv egészek.

2
6= Z_Z’ ebbsl 65> = a.
Ez azonban ellentmondas, mivel a bal oldalon szerepld szam primhatvanyok szor-
zataként felirt alakjaban a 2 biztos, hogy paratlan kitevén szerepel, mig a jobb olda-
lon szerepld szamban biztos, hogy paros kitevon. Ellentmondasra jutottunk, ezért a
bizonyitand¢6 allitas valoban igaz.

Tegyiik fel a bizonyitandoval ellentétben (indirekt mddon), hogy lg 2 racionalis

. . a .
szam! Ez azt jelenti, hogy felirhaté — alakban, ahol a €s b pozitiv egészek. A loga-
ritmus definicidja szerint akkor

107 =2, ebb6110° =2".
Ez azonban ellentmondas, mivel a bal oldalon 4116 szam oszthaté 5-tel, mig a jobb

oldalon szereplé nem. Ellentmondasra jutottunk, ezért a bizonyitandoé allitas valo-
ban igaz.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy cos15° racionalis! Tudjuk, hogy cos30° = ﬁ;

masrészt a kétszeres szogekre vonatkozd azonossag miatt: 2
c0s30°=2cos*15°—1;

ezért cos30° is racionalis. Viszont kdnnyen igazolhato, hogy a 3 irracionalis

szam, emiatt cos30° is irracionalis lesz. Ellentmondasra jutottunk, ami a feladat-

ban szerepld allitast bizonyitja.

Tegyliik fel az allitas ellenkezdjét, tehat azt, hogy az érintési pontba huzott sugar
nem merdleges az érintére! Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!
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432.

433.

434.

435.

Jelolje T a kor O kdzéppontjabdl az e egyenesre bocsatott merdleges talppontjat, £
pedig az érintési pontot! Feltevésiink szerint OTE<C = 90°. Ha r a kor sugara, akkor
egyrészt OF =r, masrészt OT =TR+r > OFE , ami ellentmondasra vezet, hiszen
az OTE derékszogli haromszdgben OF az atfogo. Ellentmondasra jutottunk, ami a
feladatban szerepld allitast bizonyitja.

Tegyiik fel az ellenkezdjét, vagyis, hogy van olyan konvex sokszog, melynek van
36 darab 170°-nal kisebb szoge. Ha n a sokszog oldalainak szdma, akkor ismeretes,
hogy (n — 2) - 180° a bels6 szogek Osszege, €s a fentiek miatt teljestilnie kell:
180°(n —2) < 170° - 36 + 180°(n — 36);
ahonnan
6120° =180° - 34 < 170° - 36 = 6120°.
Ellentmondasra jutottunk, ami a feladatban szerepld allitast bizonyitja.

Jeloljiik a haromszog szogeit a-val B-val és y-val! Feltehetd, hogy 0 <a < <y <90°.
Ekkor az aranyok kozott van olyan, amely legalabb 1. Allitjuk, hogy L és ﬁ koziil
Valamelylk legfeljebb g Tegyiik fel az ellenkezdjét, azaz, hogy mlndket arany na-

gyobb 3 -nal! Ekkor
3y >5B; illetve 38 >5a =5(180°- B —7).

Ezekbol

900°<8ﬁ+5y<%y+5y:?y;

ahonnan

90° < 4500 <

Ellentmondasra jutottunk, ami a feladatban szerepl6 allitast bizonyitja.

Az allitas megforditésa: ,,Ha egy hdromszog harom oldaléra igaz, hogy a” + b* = ¢,
akkor a haromszog derékszogli.” Az allitds megforditasa igaz.

Az allitds megforditdsa: ,,Ha két haromszdg szdgei paronként egyenldk, akkor olda-
laik is paronként egyenldk.”
Az allitas megforditdsa nem igaz, ugyanis ha két hdromszog szdgei paronként
egyenldk, akkor a két haromszog hasonlo, de az oldalaik paronként nem feltétlentil
egyenldk (csak az aranyaik).
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436. Az allitdas megforditasa: ,,Ha a és b pozitiv egészek legkisebb kdzds tobbszordse
a - b, akkor a és b relativ primek.”
Az allitas megforditasanak igazolasa indirekt modszerrel torténik. Tegytik fel, hogy
a és bnem relativ primek, azaz van 1-nél nagyobb pozitiv kdzos osztojuk, amit jeldl-
jond! Ismert, hogy a legkisebb kdzos tobbszords és alegnagyobb kdzds 0sztd szorzata

a - b, azaz ekkor a legkisebb kzds tobbszdrdsre fennall, hogy [a, b]= %b <ab. Az

ellentmondas igazolja az allitasunkat.

437. Az allitas megforditasa: ,,Ha p és g legkisebb kozos tobbszordse p - g, akkor p és ¢
paratlan pozitiv primek.” Az allitas megforditasa nem igaz, pl. p = 6 és g = 35.

438. a) Egy négyszodg pontosan akkor hurnégyszog, ha szemkozti szogeire teljesiil, hogy
Osszegiik 180°.
b) Egy egész szam pontosan akkor oszthatd 24-gyel, ha oszthaté 3-mal és §-cal.
c) Két haromszog pontosan akkor hasonl6, ha megfeleld oldalaik ardnyai egyenldk.
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6. Sorozatok - megoldasok

6.1. Sorozatok tagjai, tagok osszege

439. a) A sorozat els6 n¢hany tagja: ) -
100, 50, 25, 74, 37, 110, 55, 164, 82, 41, 122, kez"“’ tag TN »
61, 182,91, 272, 136, 68, 34, 17, 50, ... 100 ‘1_36'
Az 50-nel kezdédik egy 1j 18 tagu ciklus. A so- '750 o
rozat elsé tagja 100, marad 2017 tag, ebben A T
112 db 18-as ciklus van, azaz a ciklus vége épp e-prd o1
a 2017-edik tagnal ér véget, tehat a 2018. tag az 2 I37 8,
uj ciklus els6 eleme. 2018 =1+112-18+1, igy 110 /\‘
a2018. tag a 113. ciklus elsd tagja, az 50. 32;\1‘51 " ' s

b) A sorozat els6 néhany tagja:
217, 80, 40, 20, 10, 5,14, 7, 20, ...
A 20-szal elkezdddik egy 0j 5 tagu ciklus. 2018 =3+403-5, igy az els6 2018 tag
sszege: 27+80+40+403-(20+10+5+14+7)=22715.

kezdd tag 19
\ . 28 55/‘%4“\16 ‘\052

27 54 108‘?}6

40 80 7 214
“‘/1;0 320‘/320 1280
‘\.

¢) A sorozat els6 néhany tagja:
12,6,3,8,4,2,1,2, ...
Tobb 3-mal oszthato tagja nincs a sorozatnak, igy az elsé 2018 tagjanak szorzata
a 3 harmadik hatvanyaval oszthato.

kezd6 tag
1‘2 24 48 96 192

8. %

32 64_12 128 256 512 <_.171

22\3 1 024

¢4 15"172

\%8 176
d

[ I
@
[ 1%

,Z
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440.

441.

442.

443.

444.

A szdmtani sorozat n. tagja a, = a, +(n—1)-d, azaz a feladat alapjan:
s = a; +2004-d = -1,
{azoog =a,+2008-d =-11.
A 2. egyenletet az els6bdl kivonva ezt kapjuk:
—4d =10, ebbdl d =-2,5.
A kérdéses tag pedig: a,y, =y +2d =—11-5=-16.

A 6. és a 3. tag kiilonbsége a szamtani sorozat differenciajanak haromszorosa, azaz
d=4.A100. és a 10. tag kiilonbsége a differencia 90-szerese, azaz 360.

A szamtani sorozat els6 n tagjanak dsszege:
2a,+(n-1)d
5, -2arln=bd,

2a,+14d

i

igy a feladat alapjan:

Sis 15 =255,

_ 2a,+19d

S, 20 = 400.

a,+7d =17 . o
,ebbdl 2,5d =3, amibdl d =1,2.
a, +9,5d =20

Ebbdl az elso tag és a kérdéses 10. tag:
a,=17-8,4=8,6,amib6l a;, =8,6+10-1,2 =20,6.

Rendezés utan: {

A sorozat masodik és hatodik tagjat kifejezhetjiik a negyedik tag és a kiilonbség
segitségével:
a,=a,-2d; a;=a,+2d.
fgy
15=a,+a;,=2-a,;
amibdl a sorozat negyedik tagja: a, =7,5; azaz nem lehet a sorozat minden tagja
egész.

Gyuri magassaga az n. sziiletésnapjan a, = 48+ n-d; ahol d az évenkeénti ndveke-
dése.

Igy Zoli magassaga az n. sziiletésnapjan b, =53+n-2d. A 18. sziiletésnapjukon:

ay + by = 101+54d = 335, ebbsl d = o4 = 13 _ 4 330m,
54 3
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445.

446.

447.

13
Azaz Gyuri 9 éves koraban éppen a, =48+9 3 87 cm magas volt.

A szinhazba a tanarokkal egyiitt tehat 186-an mennek. A sorokban 1évé székek sza-
ma egy olyan szamtani sorozatot alkot, amelynek elsé tagja 10, differencigja 1.
Jelolje n a lefoglalando sorok szamat! A szamtani sorozat elsd n tagjanak dsszegére
vonatkozo képlet alapjan:

§(2~10+(n—l)-l)2186.

Az egyenlétlenséget rendezve a kovetkez6 masodfokil egyenlotlenséget kapjuk:

n* +19n-372>0.
A megoldas: n, 212 és n, <-31. Csak az els6 esetet kell szdmitasba venniink,
azaz az els6 12 sort kell lefoglalni, az éppen elég lesz.

Az n. féloraban megtett utat jelolje az egyik barat esetében a,, mig a masik barat
esetén b,
Mindkét sorozat egy csokkend szamtani sorozat:
a, =2000-200-(n-1), b, =2000-300-(n-1).
Keressiik azt a legkisebb n értéket, amelyre az altaluk az els6 n féloraban megtett Gt
Gsszesen legalabb 15 000 méter, azaz S, +., >15000. Azaz:
S +8 = n-(2-2000-200-(n-1)) N n-(2-2000-300-(n—-1)) _
2 2

_ n-(SOOO—;OO-(n—l)) > 15000,
Rendezés utan a masodfoku egyenldtlenség:

—n*+17n-60>0,ebbsl 5<n <12;
azaz a legkisebb megfeleld érték az 5, ami azt jelenti, hogy 6sszesen 5 félorat, azaz
2,5 orat gyalogoltak, tehat 10 6ra 30 perckor talalkoztak.

Egy mérk6zésen 2 pontot osztunk szét, igy a bajnoksag soran sszesen -2=110

pontot osztunk szét a csapatok kozt, ennyi a végeredményben szereplé pontsza-
mok Osszege. Jelolje a, az els6 helyezett pontszamat, igy a 2. helyezett pontszama
a, —d, ésigy tovabb. A 11. helyezett pontszama pedig @, —10-d. Ezen pontszamok
Osszege: ~10-
2a,-10d 10.

Azaz a, —5-d =10; ami éppen a hatodik helyezett csapat pontszama.
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448. Jeldlje a hosszabbik befogd hosszat x! Igy a révidebb befogd hossza x —d, mig az
atfogd hossza x+d. Felirva a Pitagorasz-tételt:
(x—a’)2 +x%= (x+d)2,
amibdl rendezés utan kapjuk:
x> =4xd;

és mivel x T 0; ezért
x =4d adodik.

Azaz a haromszog oldalhosszusagai: 3d, 4d, 5d. Igy a legkisebb szogre:
sina = ﬁ = é, ebbdl o = 36,87°.
5d 5

449, 1+2+3-4+5+6+7—-8+...+2005+2006 +2007 —2008 =
=1+2+34+4+...42007+2008-2-(4+8+12+...+2004 + 2008) =

- 1+22008 ~2008—2~@-502 ~1007012.

450. A jol ismert &sszegzési formulak segitségével felirhato:
k-Q2a, +(k—1)-d)

S1= >
2
m-(2a,+(m-1)-d)
S, = ,
2
n-(2a,+(n-1)-d)
S3: 2 s

(a, jeldli a sorozat els6 tagjat, d pedig a differenciat).
A feladatban szerepl6 kifejezésbe beirva:

i~(m—n)+i-(n—k)+§~(k—m):
k m n

_GarGod) (), Oatin=)d)

:al-((m—n)+(n—k)+(k—m))+§-((k—1)-(m—n)+(m—1)-(n—k)+(n—l)-(k—m))=

(n—k)

+(2a1+(;;—1)-d)_(k_m):

=aq, -0+%~(k~m—k~n—m+n+m-n—m-k—n+k+n~k—n~m—k+m):0+g-020.

Azaz a kifejezés értéke azonosan 0.

451. Az n. tag az alabbi 0sszefiiggés alapjan szamolhato:

n-1

an :al .q
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452.

453.

454.

Igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

a,=a,-q" =11664,

as =aq, ~q7 =1536.
Az els6 egyenletet a masodikkal elosztva (az osztas elvégezhetd, mivel a sorozat
els6 tagja nem lehet 0, ugyanis akkor az 6sszes tag 0 lenne) kapjuk:

5

243
=22 ebbl g =
¢ =7 q

N | W

Az n. tag az alabbi 0sszefiiggés alapjan szamolhat6:

_ n-1
a, =a -q .

Igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
a,=a,-q =5
{am =a,-q" =5120.

A masodik egyenletet az elsével elosztva (az osztas elvégezhetd, mivel a sorozat
egyetlen tagja sem lehet 0, ugyanis akkor az dsszes tag 0 lenne) kapjuk:

q"" =1024,¢ebbSl g =2 vagy g =-2.
A sorozat hatodik tagja mindkét esetben ugyanaz, ugyanis:

a,=a,-q°=5-2=20,ha g =2;

mig a masik esetben:

a,=a,-q’ = 5~(—2)2 =20, ha g =-2.

A zsinor felfiiggesztésétdl szamitott minden egész 6raban megmérve a zsindr hosz-
szat egy mértani sorozat egymast kovetd tagjait kapjuk, n 6ra mulva a hossz:

[ =0,6-15"
A kérdés tehat, hogy melyik az a legkisebb egész n, amire:
[,=0,6-1,5">2.
Az egyenlétlenség megoldasa:
ns1833 597
lgl,5

azaz a legkisebb egész megoldas a 3. Azaz 3 6ra mulva kovetkezik be a kivant meg-
nyulas.

Egy (nemkonstans) mértani sorozat els6 n tagjanak sszege, ha g # 1:
"-1
S, =a- 4 .
qg-1
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Azaz jelen esetben:

azaz vagy az elsé tag 0, vagy ¢* —1=0.

Az els6 eset nem fordulhat eld, mert akkor minden tagja a sorozatnak 0 lenne.

A masodik eset kétféleképpen lehetséges: g =1 vagy g =—1 esetben, melyek koziil
az els6 nem fordulhat el6 (konstans sorozat esetén az els6 négy tag dsszege csak
akkor lehetne 0, ha minden tag 0 lenne, ami nem lehetséges, ugyanis a harmadik
tag 7). Igy a sorozat hanyadosa —1, azaz a sorozat tagjai valtakozva 7 és —7, a paros
indexii tagok értéke —7, a paratlan indexi tagoké pedig 7.

fgy a2008. tag —7.

455. A termelés n honap elteltével:
a =a-q""=a-1,02"";
ahol a, a kezdeti termelés mértéke. Azaz 2 év (24 honap) elteltével:
a, -1,02% =q,-1,577.
Azaz 2 év utan a termelés a kezdeti termelés 1,577-szerese.

456. A feladat szovege alapjan:

. 3 152
Gty ay = &s ag+astag=q -(a1+a2+a3):ﬁ.
Ezek alapjan:
152
s_81 _ 8 o2
=2 =— ebbllg=—;
SR A
3
19
a+a,+a;=—,

, 19
ata-q+a-q :?,

2 4) 19
a- 1+§+§ :?,azaza1=3.

457. Az 6todik elem és a hanyados segitségével kifejezhetjiik a sorozat barmely elemét:

a,-a, = % (ay-q*) = a2 = 2304, ebbl a, =48 vagy a; =—48.
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458.

459.

460.

A megoldasok koziil csak az elsd megfeleld, mivel a sorozat a feladat szovege sze-
rint pozitiv tagl. A masik 6sszefiiggés:

1
a, +a, = a; -[—+q] =120;
q
ahova a, = 48-at helyettesitve kapjuk:

1
{——i—qj =2,5,ebb6l g =2 vagy ¢ =0,5.
q

Azaz a feltételeknek két sorozat felel meg, az egyik: a, = o =34¢sq=2

48
a masik pedig: a, = e 768 és g =0,5.

>

a,-a,-a,, =-a, -a,q=a; =13824,ebb8l a, = 24. Tovibba:
q
a, 1
a_ ‘a,+a.,=—+a +aq=a | —+1+q|=126,
q q
( 1 j 126
—+1l+q |=—,
q 4
g+—=4,25,
q=4
. 1
v =—.
gy 4q 4
A gépsor aktualis értéke n év elteltével: 17000000-(1-0,12)". Azaz a megoldando

egyenltlenség:
17000000-(1-0,12)" <8000000.
Ami rendezés utan:

8
8 e,
0,88" <—,ebbbln > ~ 5,897,
17 120,88
azaz 6 év alatt keriil a gépsor értéke 8 millié forint ala.

Az induld populécié egyedszdma 1 év elteltével 20-1,1°, mivel haromszor szapo-
rodtak. Az egyedszdm n év mulva: 20-1,1*". A megoldandé egyenlet tehat:
20-1,1"" =1100;
1g55
3 gLl
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461.

462.

463.

Azaz kb. 14 évvel ezel6tt voltak 20-an a ragesalok.
(a ragesalok varhato élettartamat kihasznaltuk, ugyanis feltételeztiik, hogy még
nem hullott el jelentds szamu egyed a populaciobol.)

A berendezés értéke 1 év mulva, miutan rakoltotték az 5000 eurot is:
110000-0,77 +5000.
A berendezés értéke 2 év mulva:
(110000-0,77 +5000)-0,77 +5000 =110000-0,77> +5000- (1+0,77).
A berendezés értéke 3 év mulva:
(110000-0,77% +5000-(1+0,77))-0,77 + 5000 =
=110000-0,77° +5000-(1+0,77 +0,77%).
A berendezés értéke n év elteltével:
1-0,77"

110000-0,77" +5000-(1+0,77 +...+0,77"") =110000-0,77" + 5000 - 1077

Azaz a megoldando egyenldtlenség:
1-0,77"

110000-0,77" +5000- <110000-0,5.

i

Ami rendezés utan:

0,77" <0,3768, ebbdl n > 130,3768 ~

1g0,77
Azaz 4 ¢év elteltével siillyed a berendezés értéke a kérdezett szint al.

3,73

K értékii kdlcson esetén a havi torlesztd részlet x (a tobbi feltétel azonos a feladat-
ban szereplokkel):
0=K-L1" =12x-(L,1" +1,1" + .. +1);

14
amibdl x = % =33936,6 forint a havi részlet értéke.
12—

L1-1

A haromszog oldalai novekvo sorrendben: 2; b; bg. A Pitagorasz-tételt felirva:
2 q
[9) +b* =(bq)’, ebbdl b ~[L2+1—q2J =0.
q q
Mivel b #0, ezért

+
[iz+1—q2jzo,ebb61q2 =£;
q 2
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464.

465.

466.

melyek koziil valos megoldast csak ¢° = 1+2\/§ esetben kapunk, a két valos meg-

oldés koziil geometriai jelentéssel csak a pozitiv érték rendelkezik: g = f ! +2\/§.

1 f 2
A legkisebb szogre: tga =—= |——, ebbdl o =38,17°.
& & q 1+\/§

Jeloljiik a kiindulasi harom elem koziil a kdzEépsot a-val, a hanyadost g-val (¢ # 0)!

Igy a feladat alapjan a
—+1, a+14, ag+2

q

egy szamtani sorozat harom egymast kovetd tagja, azaz:

L l4ag+2=2-(a+14).
q

A harom egymast kdvet6 elem Osszege egy szamtani sorozat esetén a kozEépsé elem
haromszorosa, azaz
a+14=50,ebbbl a =36
Ezt beirva az el6z6 egyenletbe:
ﬁ+1+36q+2:100,ebb61 q, =i €s ¢, =2~
q 9 4
Az els6 esetben a mértani sorozat harom tagja 81; 36; 16; a masodik esetben 16;
36; 81. A megfelel6 szamtani sorozatok tagjai pedig 82; 50; 18, illetve 17; 50; 83.
Az els6 esetben a differencia —32, a masodik esetben 33.

A kiindulasi tagok a—d; a; a+d. Ezeket novelve a megfeleld értékekkel:
a—-d+6;a+7; a+d+12 egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai, szorzatuk
nyilvan a kézépso elem kdbe, azaz:
(a+7) =13824,ebbbla =17.

A mértani sorozat definicidja szerint:

(a—d+6)-(a+d+12)=24" ebbdl (23—d)-(29+d) =576,
amibdl d, =-13¢és d, =7.
A megfelel6 kiinduldsi harmasok: 30; 17; 4 és 10; 17; 24, a modositas utan pedig:

2
36; 24; 16, illetve 16; 24; 36. Azaz a megfelel6 hanyadosok: 5 és %

A sorozat hanyadosa nem lehet negativ, ugyanis alternal6 sorozat (azaz olyan soro-
zat, ahol minden masodik tag pozitiv, a tobbi negativ eldjelll) nem lehet szamtani
sorozat. Ha a hanyados 1-t6l kiilonb6zd, akkor (a konstans 0 sorozat kizarva) az
egymast kdvetd tagok kiilonbsége nem lehet allando, ugyanis:
a,—a,=q-(a,—a, )#(a,—a, ); ha g#1
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467.

468.

469.

470.

azaz a sorozat nemkonstans sorozat. Tehat a sorozat csak akkor lehet egyben szam-
tani és mértani sorozat is, ha konstans.

Nincs megfeleld sorozat, a bizonyitast indirekt Gton végezziik. Tegyiik fel, hogy
létezik megfeleld sorozat: a, =1; a, = V3; a, =2. Az éltaléanos tagra vonatkozo
Osszefiiggés szerint:
a, =a,+(k=1)-d=1; a,=a,+(I-1)-d=3; a, =a,+(m—-1)-d =2.
A harmadik egyenletbdl kivonva az els6 egyenletet:
(m—-k)-d=2-1 :l,ebb(')'ld:;;
m—k

azaz a differencia racionalis szam. Ha egy szamtani sorozat valamely tagja raci-
onalis, és a differencia racionalis, akkor a sorozat minden tagja racionalis. A V3

azonban irracionalis. Az ellentmondas igazolja allitasunk helyességét.
a,=2-a,—-a, =5 a,=2-a,—a,=6; a;=2-a,—a,=7; a;=2-a;,—a, =8.

Bebizonyitjuk, hogy az egymast kovetd tagok kiilonbsége minden esetben 1.
a,,—a,=(2-a,—a, )—a,=a,—a, , ha n>3. Asorozat els¢ harom tagja ese-
tén ugyanez ellendrizhetd, és adodik, hogy ez a konstans 1.

n

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. A sorozat minden tagja egész. Az elsd

harom tag oszthaté 3-mal. Tegyiik fel, hogy az els6 n tag oszthaté 3-mal! Bebizo-

nyitjuk, hogy az (n+1) tag is oszthat 3-mal:

a,,=3a,-a,_+2-a,,=3-3-k)-3-D+2-3-m)=3-Bk—1+2m); k € Z,
leZ,mel.

Felhasznaltuk az indukcios feltevést. Az utolso kifejezésben a zardjelben 1évo szam

egész, azaz az (n+1) tag is oszthatd 3-mal.

6.2. Fibonacci-sorozatos probléemak

471.

Az els6 fokra egyetlen modon juthatunk fel. A 2. [épcséfokra 2 kiilonb6z6 modon
juthatunk fel (vagy két kis 1épésben, vagy egy nagy Iépéssel). A 3. fokra juthatunk
az 1. fokrol egy nagy 1épéssel, vagy a 2. fokrol egy kis 1épéssel, azaz a 3. fokra valo
kiilonboz6 feljutasi lehetdségek szama éppen az 1. és a 2. fokra valo kiilonboz6 fel-
jutasi lehetéségek szamanak az 6sszege. Hasonloképpen a 4. fokra valo feljutasok
szama ismét a 2. és a 3. fokra valo kiilonbozd feljutasi lehetéségek szamanak az 6sz-
szege. Lathatjuk, ha a, jeloli az n. Iépcséfokra valo kiilonbozo feljutasi lehetdségek
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472.

473.

474.

szamat, akkor a, =1; a,=2; a,=a,+a,=3; a,=a,+a,=5 ... a,=a, ,+a,,.
Azaz a sorozat tagjai a Fibonacci-sorozat tagjai (a, = f,,,). Azaz a 10. 1épcséfokra
a,, = f;, =89 kiilénb6zé modon juthatunk fel.

A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezziik. n=1 esetén az allitas igaz
(1=2-1).

Tegyiik fel, hogy az azonossag valamely n értékre fennall (indukcios feltevés)! Ezt
felhasznalva bebizonyitjuk, hogy az azonossag (n+1)-re is fennall:

f1+f2+f3 +"'+fn+fn+1 :fn+2+ n+l _1:fn+3 _lzf(n+l)+2_1;

ahol az indukcids feltevésen kiviil a sorozat képzési szabalyat hasznaltuk fel.

A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezziik. n=1 esetén az allitas igaz
(1=2-1).

Tegyiik fel, hogy az azonossag valamely n értékre fennall (indukcios feltevés)! Ezt
felhasznalva bebizonyitjuk, hogy az azonossag (n+1)-re is fennall:

S+ +f6 +"'+f2n + f2n+2 = fon + f2n+2 -1= f2n+3 -1= f2(n+1)+1 -1, ahol az in-
dukciés feltevésen kiviil a sorozat képzési szabalyat hasznaltuk fel.

A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezzilk. n =2 esetén az egyenldség

fennall: 1-2-1> = (—1)2. Tegyiik fel, hogy az azonossag valamely n értékre fenn-
all (indukcios feltevés)! Bebizonyitjuk, hogy az azonossag (n+1) -re is fennall (a
szamitasok sordn tobbszor felhasznaljuk a képzési szabalyt, f, + f.., = f,.,; illetve
mas alakbanis: f,,—f =1 ).

i Foa= 17 =(-1)",
(fra=Fo) Foa = 12 = (-1,
S fy foa= £ = (-1
Szorozzuk —1-gyel az egyenlet mindkét oldalat!
Sy S+ L2 =12 = (1),
e (fa+ 1) =120 = (1),
o foa = L2 = (1),

ami éppen a bizonyitandd azonossag.

+1
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6.3. Sorozatok tulajdonsdgai

475.

476.

4717.

478.

479.

480.

481.

A feltételeknek megfelel példaul az a, = (—1)" sorozat.

A sorozat nem monoton, ugyanis minden paros indexii tag 2-nél nagyobb, mig min-
den paratlan indexi tag 2-nél kisebb.

A sorozat szigoruian monoton névekvo, ugyanis:
a —a - 2:(n+)-1 2n-1_(2n+1)-(n+3)-2n-1-(n+4) _
" (n+D)+3 n+3 (n+3)-(n+4)

7
=—>0
(n+3)-(n+4)
minden pozitiv egész n esetén, azaz a,,, > a, minden pozitiv egész n esetén.

n+l

A sorozat szigorian monoton csokkend, ugyanis:
1 1 1
4y —a, = 2n+2 - 2n+1 == 2n+2 <0

minden pozitiv egész n esetén, azaz a,,, <a, minden pozitiv egész n esetén.

n+l

. . nw
A sorozat korlatos, ugyanis 1<2+cos— <3; azaz 0<
nel 3 n n

A sorozat feliilrél korlatos, ugyanis:
3 +7 3.3"+7 3.3"+3.3" 3Y
= < =6 = <6.
5" 5)’! 57[
A sorozat alulrdl is korlatos, ugyanis a tort szamlaloja és nevezdje egyarant pozitiv,
azaz a sorozat minden tagja pozitiv, igy a 0 egy megfelel6 also korlatja a sorozatnak.
A sorozat alulrdl és feliilrdl is korlatos, ezért korlatos.

A sorozat feliilr6l nem korlatos, ugyanis:
a, :—>—n:2" és 2"
n 2

tetszOlegesen nagy értéket felvehet. A sorozatunkra is ugyanez igaz, tehat feliilrol
nem korlatos, ezért nem korlatos.
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482. lim 3 = lim

8_
483, lim =L gy n 820
o0 dp+3 now 2+§ 2+0
n
7
n+2 n 25_7,,
484, lim>—— —fim 2> =7 i 5" _9s,
n—m 5” n—w 5” n—m 1
1+4 1
2 _ Tty T3 _
485. limn3+4n 1:imn ,; g 0+0-0
noep’ + 7042 Hw1+72+73 1+0+0
n n
1 4+7
4 _ T3 g _
486, lim 2Ty n? ' 17070
n—» p* +51-100 ey 5 100 1+0-0
Tyt
n n
2+1 !
20 +n*—n et T 2040 2
487. lim =lim n_n__ =-Z.
230’ —1270+2008 w12 2008 340-0 3
n2 n3

488. Bovités utan:
_ - (\/Z—\/ﬁ)-(\/ﬁh/m)_ , 2 ~
,I,me(*/__m)‘l‘i?o (\/;ﬂ/m) _lgl}o&+m_

0.

489. Mivel 5 5
2n 2n n
a,> > =—,
50n+12 62n 31

n
igy a sorozatnak nincs hatarértéke, hiszen 31 tetszOlegesen nagy lehet.
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490. A szamtani sorozat dsszegképletét alkalmazva:
1+2n-1 v

1+3+..+(2n-1)=

>

2
2
l+2+...+n:—l+n-n=n +n'
I 2 2
nnen
, o2t 2 2
lima, = lim——— =lim = =2.
n—»o e pnt+n ”A’wl_i_i 1+0
n

491. Bovités utan ,teleszkopikus™ az dsszeg:

2 1 1 1 1
“":ﬁ'(mﬁ*@ﬁ*ﬁm*"'*—\m}
2 [ﬁ—ﬁ Si\2 a3 \/_—\/_n—lj 2
-~ + + +..+ ~(\/;—1).

N R T Y R R S R

I
Azaz lima, = lim 22 — lim(Z —i_] =2.
n—>0 n—0 n n—»0 n

492, a =L+L+... ; l l+l+...+ 1 =
. . 2 6 n(n+1)

4
G253 (-)
=—||=—==|4+| ——=— +|———1]=
41 2) (2 3 n o n+l
:l.(l_L)
4 n+1
Azaz lima, =l.
n—m 4
n(n+l)}2 |
2 2 1+7
493. lim 2 i O 30D 3L T 3
(P42’ 4 wn’) o 4nt (n+1)(2n 1) o 2(2n41) 20om, 14

l_
n
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7. Térgeometria - megoldasok

7.1. Térelemek, testek

494, Tekintsiik az alabbi abrat!

H G
3 i F
DLl __ ac
A I
a) Példaul: 4B és AE; AD és AE; AB és AD.
b) Példaul: AB és EF; AB és CD; AB és HG.
c) Példaul: AB és HD; AB és CG; AE és CD.
495, Tekintsiik az alabbi abrat!
D
c

B

A tetraéder barmelyik élének négy masikkal van és eggyel nincs k6zds pontja, ez
utobbival alkot kitérd ¢élegyenespart. Mivel a tetraédernek 6sszesen hat éle van, igy
harom megfeleld egyenespar lesz: AD és BC; AB és CD; AC és BD.
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496.

497.

498.

499.

500.

Tekintsiik az 1 méter €1t szabalyos tetraédert! Ennek négy csucsa van, igy a skatu-
lyaelv miatt biztosan lesz két olyan kozottiik, melyek azonos szintiek.

a) A kapott testnek a kocka minden lapjan van egy-egy lapja, tovabba a vagasok
utan a kocka mindegyik csticsanal keletkezik egy lap, ezért a lapjainak szdma:
6+8=14.

b) A testnek a kocka mindegyik élére illeszkedik egy éle, tovabba a vagdsok
utan a kocka mindegyik csucsanal harom ¢l keletkezik, ezért az élek szama:
12+8-3=36.

¢) A testnek a kocka minden élén két-két cstiicsa fekszik, ezért csucsainak szama:
12-2=24.

A konvex poliéder élei pontosan két laphoz tartoznak, ezért, ha 6sszeadjuk a hataro-

16 sokszoglapok oldalainak szamat, akkor az élek szamanak kétszeresét kapjuk, hi-

szen minden ¢élt kétszer szamolunk meg. Ez alapjan az élek szamanak kétszeresére:
3.3+5-5+7-7=95,

ami ellentmondas, igy nem létezik a feladat feltételeinek megfeleld konvex poli-

éder.

a) A konvex poliéder élei pontosan két laphoz tartoznak, ezért ha 6sszeadjuk a hata-
rold sokszoglapok oldalainak szamat, akkor az élek szdmanak kétszeresét kapjuk,
hiszen minden ¢lt kétszer szdmolunk meg. Ez alapjan az élek szamanak kétszere-
sére:

6-8+8-6+12-4=144,
igy 72 éle van a testnek.

b) Mivel minden csticsbol 3 €l indul ki, ezért minden csucsot haromszor szamolunk
meg, amikor dsszeadjuk a hatarolo lapok cstcsainak szamat, ami 144, ezért a test
cstcsainak szama 48.

Jelolje x a fehér darabok szamat! Mindegyik fekete bérdarabnak &t fehér szom-
szédja van, igy a fehér szomszédok szama 6sszesen:
5-(32-x).
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Minden fehér darab harom feketével szomszédos egyszerre, igy mindegyiket ha-
romszor szamoltuk meg, ezért
5-(32-x)
X=——"
3
ahonnan x = 20. Tehat a labda 20 fehér és 12 fekete bordarabbol van sszevarrva.

501. Tekintslink egy olyan négyzet alapu szabalyos gulat, melynek oldalélei ugyanolyan
hossztak, mint alapélei!
Ez a test megfelel a feltételeknek, hiszen az oldallapok szabalyos haromszdgek
lesznek.

502. Létezik, példaul az abran lathato test, melynek 2 haromszog, 2 négyszog és 2 6tszog
oldallapja van.

503. Legyenek a téglatest élei: a, b, ¢, melyek cm-ben mérve egész szamok! Feltehetjiik,
hogy a < b<c. Bkkor a-b-c=24.
A lehetséges felbontasok:

a b c
1 1 24
1 2 12
1 3 8
1 4 6
2 2 6
2 3 4

Ezért hat kiilonbozo téglatest készithetd.

504. Igen. El6szor bontsuk fel a kockat gondolatban 27 darab egybevago kis kockara,
tehat alakitsunk ki egy 3-3-3-as kockat! Az egyik cstcsnal keletkezd 2-2-2-es
kockat alkoto 8 darab kis kockat ragasszuk 6ssze! fgy a nagy kockat felosztottuk 19
darab 1-1-1-es ésegy 2-2-2-es kockara.
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505. a) Azoknak a kis kockaknak a szama, melyeknek nincs kdzods pontja a nagy kocka
oldallapjaival: 8-8-8=512.

b) Azoknak a kis kockaknak lesz pontosan egy festett lapja, melyeknek van kozos
lapja a nagy kocka oldallapjaival ugy, hogy azok a 10 - 10-es hatarolé lapokon
beliili 8-8-as négyzeteket alkotjak. Ezek szama: 6-64 =384.

c) Azoknak a kis kockaknak lesz pontosan két festett lapja, melyeknek egy éle a
nagy kocka valamely ¢lén talalhato, de nincs kdzos cstcsuk a nagy kockaval.
A nagy kocka minden ¢lé¢hez 8 darab ilyen kis kocka tartozik, ezért szamuk:
12-8=96.

7.2. Térelemek hajlasszoge, tavolsaga

506. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit, és legyen GAC<x = ot !
G

2
-

|

i

|

|

|

|

;

/‘r‘

ke e
e —1

A B

Tegytik fel, hogy a kocka élhossztsaga a! Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt AC = a2,
ezért az ACG derékszogl haromszogbol:
a 1
tgot = ——==—= = ~ 35,26°.
PN
507. Szemeljiik ki pl. a kocka 4 cstcsabol induld AF és AH lapatlokat! Mivel a kocka
lapatloinak hossza egyenld, ezért az AFH haromszog szabalyos, kovetkezésképpen
az AF és AH szakaszok bezart szoge 60°.
H F

/

N
\y————————-
T
:
|
|
|
|
|
|
1
|
|

S
N
NN
N
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508. A kocka barmely két testatloja egy sikban van, hiszen végpontjaik egy téglalap
csticsai. Az alabbi abran az AG és BH testatlokat adtuk meg.

H G
71\ 70
- g
/ .
J : \.\. - //
! \ id
A /
/ [ J
/ (RPN i
/ 4 \
7/ 1 \ !
R s o b
/ il \ /
r s v
ad \\ !
s L
A B
Az ABGH téglalapot a lap sikjaban abrazolva:
B G
0
A H

Mivel az AOH haromszog egyenldszart, igy GOH < = 2GAH . A GAH derékszo-
gl haromszog felhasznalasaval, mivel 4H = J2-HG (lapatlo!)
tgGAH«x = HG _ L, ebbdl GAH <« =~ 35,26
H 2

ezért a testatlok hajlasszoge: GOH< ~ 70,52°.

509. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit! Jelolje £ a BC él felezépontjat, T pedig a ma-
gassag talppontjat, ami az alaplap kdzéppontja.
E

a) Mivel TF az alaplapot alkoto négyzet oldalhosszisaganak fele, ezért
TF =115 méter. A sikok hajlasszogére vonatkozo definicié miatt a BCE oldallap
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¢és az ABCD négyzet sikjanak hajlasszoge EFT< =a. Az ETF derékszogl ha-
romszog felhasznalasaval:

tga = @, ebbdl o = 52,52°.
115

b) Az ABCD négyzet AC atldjanak hossza az oldalhosszusag 2 -szerese, tovabba
AT hossza az AC hosszanak fele, ezért
AC 2302

2
Az AE szakasz mer0leges vetiilete az AT szakasz, ezért az egyenes ¢€s sik hajlas-
szogére vonatkozo definicio miatt az EAT <X = 8 szog lesz az oldalél és alaplap
hajlasszoge. Az EAT derékszogii haromszog felhasznalasaval:

150
t =
b= 15263

AT = ~ 162,63 méter.

,ebbél B ~ 42,69°.

510. a) Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

Az abran lathatd 74B deré¢kszogli haromszog felhasznalasaval, ha TAB<« = a:
7B 8
tga=—=—, ebbdl a ~53,13°.
74 6
b) Pitagorasz tételét hasznalva az 4B helyzetben 1év6 gerendara:
AB = AT* + BT* =\6* +8* =10 méter.
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511. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit! A szamitasok egyszeriibben végezhetdk el, ha
2 egység ¢l kockaval dolgozunk.

oo
\ v
Q*. e e e c
7z ! |

L
! A\
s, S
Ve N (‘\.
i i N -
. A

i
i N /‘.
B ~
/, J \
4 i - AN
z i

A X ~B

a) Mivel az MB szakasznak az alapra esé merdleges vetilete a 7B sza-
kasz, igy az o = MBT<« meghatarozasa a feladatunk. Felhasznalva, hogy
BD = FH = AB\J2 =242, adodik, hogy TB=MF =+2. Az MT =FB=2,
ezért az MBT derékszogli haromszoget tekintve:

MT 2 x o
tga = e 72 —\/5, ebbdl a ~ 54,74°.

b) A szimmetrikus elhelyezkedés miatt MB az AB, illetve BC ¢llel ugyanakkora szo-
get zar be, ezért elég a f = MBA< meghatarozasaval foglalkozni. Ha K jel6li az
AB felezépontjat, akkor az abra alapjan 8 az MKB derékszogli haromszog egyik
hegyesszoge. Pitagorasz tételét felhasznalva:

MB =~MT? +TB> =~[2* +2 = /6 ~ 2,45.
igy akkor 1

cosf = BK =—
MB 6’
c) Mivel a H, M és B pontok az alaplapra merdleges HDBF téglalap sikjaban van-
nak, ezérta y = MBH <« kiszamitasahoz elég meghataroznunk HBD<C-et, hiszen
y =a—HBD<. A HBD derékszogl héromszégb(')'l:

tg HBD< = HD_ 2 ebbdl HBD<x = 35,26°,

DB 2([

y = 54,74°-35,26°=19,48°.

ebbél B ~ 65,91°.

ezért
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512. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

H G
| 7
E | F 7
: Vs
s i
[ 7~
! 7 !
' , i
I i I
| i |
I s i
| ’ s i
| ’s i
| i !
W7/ !
[ !
: i I
/7 i
X/ i
it i
o ID_ _______ _! J[ C
Y [
7 T
/4 !
o e !
Y4 e i
7, g i
Yy - :
I\~ /4
. .
&
A B

A feladatban szerepld aranyok miatt 4B =3x ¢és BC =4x legyen az egyik lap két
oldalanak hossza, tovabba GC =12x a ra merdleges ¢l hosszusaga. Kétszer alkal-
mazva Pitagorasz tételét az ABC, illetve ACG derékszogli haromszogekre:

AC* = AB* + BC* = (3x) +(4x)" =25x7,

AG* =169 = AC* + GC* =25x" +144x” =169x", ebb6l x =1,
ezért AB=3; BC=4 ¢és GC =12 egység hosszlak a téglatest ¢lei. Az AG testatld
a szemkozti lapokkal ugyanakkora szdget zar be, hiszen azok parhuzamosak, ezért
elegend6 az ABCD, BCGF és ABFG lapokkal bezart szogeket meghatarozni. Az AG

merdleges vetiilete ezekre a lapokra rendre AC, BG és AF, igy a keresett szogek:
o =GAC<; B =AGB« és y = GAF <. Az abran lathato derékszogl haromszogek
felhasznalasaval:

sino :EZE’ ebbdl o ~ 67,38°,

AB 3
sin f = ——=—,ebbdl B ~13,34°,
p AG 13 p

G_4

,ebbdl y ~17,92°.
13
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513. Vektorokkal dolgozunk. Az 4 csucsbol a B, D és E csucsokba inditott vektorok

legyenek rendre a,b és ¢. Feltehetjiik, hogy a kocka ¢lei egységnyi hosszisaguak.
G

b ~k
A a B
A vektormiiveletekb6l adodik, hogy
DE=c-b é Kif =KD +c=2h-a+c.

Képezzik a DE és KH skalaris szorzatat! Mivel a@,b és ¢ paronként merdlege-
sek, valamint egységnyi hosszlak, ezért
DE-KH = (5—5)[&3—%5) IR

2
(Felhasznaltuk, hogy merdleges vektorok skalaris szorzata 0, valamint azt, hogy a
vektor négyzete a hosszanak négyzetével egyenld.)
A skalaris szorzat definicioja miatt:

DE- K =|DE| [k -cosp,

ahol ¢ a bezart szog.
Az egység ¢l kocka lapatlojanak hossza J2.ADKC derékszogl haromszogre fel-
irva Pitagorasz tételét:

DK =~DC* +CK* = /1+i =§,
igy ismét csak a Pitagorasz-tételt felhasznalva:

KH =~ HD’ + DK’ :‘/l—i-% :%

igy akkor DE -KH = %-cosw = %, ebbdl cosp = ,amibdl ¢ =76,37°.

1
W2
A vektorok bezart szoge jelen esetben éppen egyeneseik hajlasszoge.

Megjegyzés:
Vektorok nélkiil is megoldhato a feladat. Vektorokat azért érdemes hasznalni, mert
ez a mddszer kevésbé veszi igénybe a térlatasunkat.
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514.

515.

516.

170

Az ABCDEFGH téglatest AG testatloja a Pitagorasz-tétel kétszeri alkalmazasaval
kifejezhet6 a B csticsbdl induld élek segitségével, amint azt az 512. feladat megol-
dasaban lattuk. Azt kaptuk, hogy

AG? = AB* + BC* + BF*;igy AG=+4+9+36=7 cm.
Ismeretes, hogy a testatlok felezési pontja egybeesik, igy — mivel a testatlok egyen-
16 hosszuak — a koré irt gdmb sugara 3,5 cm.

Feladatunk a testatlo hosszanak meghatarozasat kivanja, amit jeldljiink e-vel! Ha a
téglatest egy csticsbol induld éleinek hossza a, b és ¢, akkor Pitagorasz tétele miatt
a lapatlok négyzeteire:

at+b* =13,
b* + ¢ =40,
* +a* =45.

Osszeadva az egyenleteket:

2a° +2b% +2¢* =98, ebbbl a* + > + > =49 = ¢*, amibl e =7 cm.
(Felhasznaltuk azt, hogy e’ =a’ +b* +¢’, amit az 512. feladat megoldasa kozben
igazoltunk.)

a) Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

-

Jelolje a a kocka éleinek hosszat, 7' pedig az 4 csucsbol a BH testatlora bocsatott
merdleges talppontjat! Az ABH haromszdg derékszdgi, hiszen 4B merdleges az
ADHE sikra. Az AT a BH atfogohoz tartoz6 magassag. A haromszog teriiletét

kétféleképpen felirva:
2
AB-AH _a-a\2 “ﬁ'ﬁ _ BH-AT

2 2 2 2

ahonnan a” =a, ebbSla =1cm.
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(Felhasznaltuk, hogy az a éli kocka lapatldja a2 , testatloja pedig a~/3 hosszi-

sagu.)

Mivel a kocka beirt gombjének sugara az ¢lhosszusag fele, ezért ez most 0,5 cm.
b) Mivel a koré irt gdmb sugara a testatld hosszanak fele, ami:

B3

—~0,87 cm.
2

517. a) Vektorokkal dolgozunk, hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

D
A vektorok skalaris szorzatanak definicigjabol kovetkezik, hogy két (nem nulla)
vektor bezart szoge pontosan akkor hegyesszog, ha skalaris szorzatuk pozitiv.
Legyen DA=a; DB=b; DC =¢! Ekkor CA=d—¢, CB=b-¢, igy

CA-CB = (a—c)(b—c) =¢%>0,
mikdzben felhasznaltuk, hogy meréleges vektorok skalaris szorzata 0. Ezzel be-
lattuk, hogy az ACB<t hegyesszdg. Hasonléan adodik az ABC haromszdg masik

két szogének hegyesszogi volta is.
b) Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

D

Jelolje T'a C merdleges vetiiletét az AB élen €s M a D merdleges vetiiletét az ABC
sikon! A tovabbiakban tdbbszor is kihasznaljuk, hogy ha egy egyenes merdleges
egy sikra, akkor annak barmely egyenesére merdleges, tovabba, hogy ha egy
egyenes merdleges egy sik két metsz6 egyenesére, akkor a sik barmely egyene-

sére merdleges.
DCL1S,,,,ezértt CD L AB, CT L AB,ezért S, L AB.
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Masrészt

DM 1S,,.,ezért DM 1 AB, DT 1 AB,ezért S,,,, 1 AB,
kovetkezésképpen M rajta van a CT egyenesen, azaz az ABC haromszog AB ol-
daldhoz tartoz6 magassagan. A fentihez hasonlé médon igazolhat6, hogy a masik
két magassagon is rajta van, tehat M az ABC haromszdg magassagpontja.

7.3. Felszin- és térfogatszamitds

518.

519.

520.

521.

Az a élhosszisagi kocka felszine 6a’, ezért a =4 cm. A térfogat a’, igy
V=64 cm’.

A Pitagorasz-tétel kétszeri alkalmazéasaval konnyen adodik, hogy az a élhosszusagu
kocka testatlojanak hossza a~/3. A feladatban szerepld kocka testatloja 10+/3 cm-
es, ezért a kocka éle 10 cm.

a) A térfogatképlet miatt: ¥V =a’ =1000 cm’.

b) A felszinképlet miatt: 4 =6a" =600 cm’.

A feladat szovege szerint, ha a, b és ¢ jeldli a harom egy cstcsbol indulo €l hosszat,

akkor b = za = %c. Innen konnyen adodik, hogy ¢ = ga. A térfogatképletet alkal-

mazva:

Vzabc:a-%a'iaziat3 =216,
39 27

ahonnan a =9 cm.

Innen =6 cm és ¢ =4 cm.

A felszin:
A=2(ab+bc+ca)=2(9-6+6-4+4-9)=228 cm’.

Legyenek az egy csucsbol kiindulo élek: a =2x; b=3x; c¢=5x hosszuak! A tég-
latest térfogatképlete miatt akkor
240 cm® = abc =30x°, ebbbl x =2 .
Az ¢élek hossza:
a=4cm; b=6 cm; ¢=10 cm.
A téglatest felszinképletét alkalmazva:
A=2(ab+bc+ca)=2(4-6+6-10+10-4) =248 cm’.
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522.

523.

524.

525.

Ha az egy cstcsbdl induld élek hossza dm-ben mérve a, b és ¢, akkor, mivel
1 dm*= 100 cm*

ab=12,
bc =15,
ca=20.

A téglatest térfogata dm’-ben mérve V = abc, igy a harom egyenlet megfelelé olda-
lait 6sszeszorozva: )
(abc) =3600="V72,
ahonnan ¥ =60 dm’ = 60 liter.
Ennél tobb viz tehat nem tolthetd az akvariumba.

A lakas térfogata az alapteriilet és a belmagassag szorzata, hiszen hasabrol van szo.
Ez alapjan a régi lakés térfogata 75-2,6 =195 m’, az (ij lakas térfogata pedig 279 m’.
Az egyenes aranyossag miatt a térfogatok hanyadosa egyenld a flitési koltségek ha-

279
nyadosaval: — ~1,43.
195

Tehat az uj lakas fitési koltsége 43%-kal lesz nagyobb, mint a régié volt.

Mivel a tégla térfogata az egy csticsbol indul6 élek hosszusagainak szorzata, igy az
0j tipusu tégla térfogata a régebbi tipusnak 1,25°-szerese. Az egyes téglak térfogata
és az Osszes téglak sziikséges darabszama forditottan aranyos egymassal, ezért az uj

tipusbol a réginek % = 0,512 -szerese sziikséges, tehat 48,8%-kal kell kevesebb.

E

Ha x az eredeti kocka ¢lhossza cm-ben mérve, akkor a kocka felszinképlete miatt
felirhato az alabbi egyenlet:
6x* +96=6(x+2)".

Ennek megoldésa:

6x” +96 = 6(x" +4x+4),

6x> +96 = 6x" +24x+24,

72 =24x,
x=3.

igy a térfogat:
V=3 =27 cm’.
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526. Jelolje az els6 gerenda alapnégyzetének ¢lhosszusagat a, magassaganak nagysagat
pedig b! Ekkor a masodik gerenda alapnégyzetének élhosszisaga 0,8a; magassaga
pedig 1,5b.

A téglatestek térfogatképlete miatt az elsd gerenda térfogata a’h; a masodiké pedig
(0,8a)" -1,5b = 0,64-1,5a%b = 0,96a%b.
Tehat az elsd gerenda térfogata a nagyobb.

527. Ha x az eredeti kocka élhossza cm-ben mérve, akkor a kocka térfogatképlete miatt:
X +98=(x+2).
Innen:
X +98=x"+6x* +12x+8,
0=6x"+12x-90,
0=x"+2x-15.
Ennek pozitiv megoldéasa x = 3.

Az eredeti kocka felszine:
A=6x"=54 cm’.

528. Ha a téglatest egy csucsbol induld éleinek hossza cm-ben mérve a, b és ¢, akkor
Pitagorasz tétele miatt a lapatlok négyzeteire:

a’+b* =13,
b* +c* =40,
¢’ +a* =45.

Osszeadva az egyenleteket:
2a” +2b* +2¢* =98, ebbdl a® + b + ¢ = 49.

Innen
¢* =36, cbbdl c =6,
a*=9,ebbbla=3,
b* =4,ebbdl b=2.
a) A térfogat:
V =abc=36 cm’.
b) A felszin:

A:Z(ab+bc+ca):72 cm’.

529. Ha az egy csticsbol indulo élek hossza cm-ben mérve a, b és ¢, akkor teljesiilnek az
alabbi osszefiiggések:



7. TERGEOMETRIA — MEGOLDASOK ]

530.

531.

a’+b* +c* =27 =729,
a+b+c=42.

A masodik egyenlet mindkét oldalanak négyzetét véve, nevezetes azonossag miatt:
a’ +b* +c* +2ab+2bc+2ca=1764,

729 +2(ab+be +ca) = 1764,

2(ab+ bc+ ca) =1035.
Tehét a téglatest felszine 1035 cm’.

Jeldlje a, b és c az egy cstcsbdl kiinduld élek hosszat dm-ben mérve! Ekkor a test-

4tlo hossza a’ +b* +c*, az a és b oldala oldallap keriilete 2(a+b), a drotvaz
hossza pedig 4 (a +b+ c). Ezek alapjan felirhatok az aldbbi egyenletek:
a’+b*+c’ =49,
a+b=>5,
a+b+c=11
Innen ¢ = 6; ezért
a*+(5-a) =49-36=13,
2a* —10a+25=13,
a’—5a+6=0.
Ennek az egyenletnek a megoldasai a, =2; illetve a, =3; amelyekbdl b, =3 ¢és
b, =2.
a) A térfogatképletet alkalmazva:
V =abc=2-3-6=36 dm’ = 36 liter.
b) A felszinre vonatkozo képletet alkalmazva:
A=2(ab+bc+ca)=2(2-3+3-6+6-2)=72 dm’ = 0,72 m”.

Mivel 1 liter = 1 dm’, valamint 1 dm*= 100 cm’, ezért a doboz térfogata 75 dm’,
az adott lapjanak teriilete pedig 25 dm’. A ra merSleges él hossza ezért a hasabok

térfogatképlete miatt: % =3 dm.

Ha a és b az adott lap élhosszisagai dm-ben mérve, akkor ab =25, igy a doboz
felszine dm’-ben mérve:

A:2(3a+3b+25)=50+6(a+b)=50+6(a+£).
a
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532.

533.

A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlStlenség miatt:

a+§22- /a~é:10;
ezért a a

A>50+6-10=110 dm*=1,1 m’.
Tehét legalabb 1,1 m” papirra van sziikség a becsomagolashoz. Ennyi papir ponto-
san akkor lehet elegendd, ha az alaplap egy 5 dm oldalhossziisagu négyzet, hiszen

a felhasznalt egyenldtlenségben pontosan akkor all fenn egyenldség, ha

a=2—5,ebb61a=5.
a

Tekintsiik az alabbi abrat!

12-x 2x 12-x

A doboz térfogata:
V=V (x)=(2x)" (12-x)=4x* (12— x) = —4x* +48x%,;

ahol 0 <x<12.
Differencialassal kaphatd, hogy

V'=-12x" +96x = —12x(x-8).
Innen adédik, hogy

V'=0,ebbdl x =8.

Mivel

V" =-24x+96,ebbsl V" (8) < 0;
ezért az x =8 helyen a térfogatnak maximuma van, tovabba ez az egyetlen ilyen
hely az adott intervallumon. A levagott négyzetek oldala tehat a maximalis doboz-
térfogat esetén 4 cm.
A maximalis doboztérfogat:

Voo =V (8)=1024 cm’.

max

a) Ha az egy csucsbol induld élek hossza cm-ben mérve a, b és ¢, akkor a fel-
szinre vonatkozd képletbdl ab+bc+ca =300, tovabbd a testatld hossza

e=Va*+b* +c*.
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Mivel

1

5("—5)2

+%(b—c)2+%(c—a)220,

a’+b*+c* 2> ab+be+ca,

ezért e >+/300.

Mivel az igazolt egyenldtlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha
a=b=c=10, igy 10 cm éli kocka esetén lesz a testatlo a legkisebb.
b) A térfogat V = abc. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget alkal-

mazva.
100 = “b”# > Jave? =2,

10002 V.

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha
ab=bc=ca,ebbbla=>b=c;

tehat 10 cm ¢€1i kocka esetén lesz a térfogat maximalis.

534. Legyenck a téglatest egy csucsbol indulé élei x, y, z! Ekkor a feltételek szerint:
X +y +2 =50
2xy+2yz+2zx =94

Adjuk 0ssze a két egyenletet!
(x+y+z) =144,
Mivel x+ y+z pozitlv, x+ y+z=12.
Fejezziik ki z-t ebbdl az egyenletbdl!
z=12-x-y.
Helyettesitsiink az els6 egyenletbe! Kapjuk, hogy
0) »* +()c—12)y+x2 —-12x+47=0.

Ennek az y-ra nézve masodfokl egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha
a diszkriminansa nemnegativ.

(x—12)" —4(x* - 12x +47) >0,
3x% —24x+44 <0,

23 23

) 4——< <4+—

Megoldva a (0) méasodfoku egyenletet, kapjuk, hogy

_12-x++/-3x7 +24x-44

Y = 5
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Visszahelyettesitve, z-re kapjuk, hogy

_ 12— x++/-3x" +24x—44

Z,, = .

2

Ekkor a térfogat:
(2) V =xyz=x"—12x> +47x.
Ennek a szélséértékeit keressiik a {4—#; 4+¥} zart intervallumon. A (2)
fliggvény derivaltja:
V'(x)= 3x% —24x+47.

Ennek zérushelyei az intervallum belsé pontjaiban lehetséges sz¢élséértékhelyek.

X, =4—£, X, =4+£.
3 ? 3

1

A derivalt fiiggvény eldjelének vizsgalatabol megallapithato, hogy 4 — ? -ban he-
lyi maximum, a 4+?3-ban helyi minimum van. Az intervallum végpontjait is

megvizsgalva kapjuk, hogy a maximum:

25y {1 )1 {0,28)
3

V.o =60+ =p|4-22
' 9 3

A minimum:

3

Soles e

V.o o=60-" =y
' 9

s (3.42: 60,38)
(5,75:60,38)

dos X (2,85, 59,62) ——
(4,581 59,60)

xtL12x® + 47x

/
222 24 26 228 283 32 34 36 238 4 42 44 46 48 5 52 54 56 58 6
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535.

536.

537.

538.

A hasab alaplapja egy « oldalil szabalyos haromszdg, magassaga pedig szintén a,
ahol a hosszlsagot cm-ben értjiik. Mivel az a oldalt szabalyos haromszog tertilete

az\/g a3\/§
4 .

; ezért a térfogatra: 36 = 2

Innen a ~ 4,36 cm.

A trapéz teriiletét a teriiletképlet alapjan szamolhatjuk ki:

12#3236 cm’.

A hasab térfogata a térfogatképlet alapjan:
V=t-m=36-4=144 cm’.

Mivel a tomeg a slrliség ¢s a térfogat szorzata, ezért a kalapacsfej tomege:
7,5-144=1080 g =108 dkg.

a) Az alaplapot képezd szabalyos hatszoget hat darab a =4 cm oldalhossziisagu

szabalyos haromszogre bonthatjuk. Mivel az a oldalu szabalyos haromszog terii-
2

lete & , ezért az alapteriilet:
2
6‘4 f ~41,57 cm’.
A hasab térfogata 1000 cm’, igy a magassag a térfogatképletbdl:
m= y._ 1000 24,1
¢ 4157 0 O

b) A hasab palastjanak teriilete hat egybevago, 4 cm és 24,1 cm oldalu téglalap te-
riilletének Osszege, igy a felszine:
A=6-4-241+2-41,57=659,14 cm’ ~ 6,6 dm’.
Ezért legalabb ennyi csomagoldanyag kell az elkészitéséhez.

Az el6z6 feladatban latott modon elészor kiszamitjuk egy padlolap teriiletét, illetve
térfogatat. A kapott eredmények:

t=259,8 cm® és V =207,84 cm’.
A sziikséges lapok szaméanak megallapitasahoz a konyha alapteriiletét cm’-be at-

valtjuk, igy: 20-100-100

~769,8,
259,8

tehat 770 darab kell.
Mivel a stirliség a tomeg ¢s a térfogat hanyadosa, ezért a padlolapok tomege:
770-207,84-1,8 ~ 288066 gramm,

ami kozelitéleg 288 kg.
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539. A vizzel kitoltott rész egyenes hasab alaka, melynek magassaga m =100 m, alapja
pedig a keresztmetszetnek megfeleld szimmetrikus trapéz. Tekintsiik az alabbi ab-
rét!

B T A

N L

30

/]

4 D
Az ATD derékszogli haromszogbol:

B3

ﬂ =sin30°, ebbdl AT =0,5; m =¢0s30°, ebb8l TD = —.
AD AD 2

A trapéz teriiletképletének felhasznalasaval, mivel 4B=1+2-0,5=2; igy

L2413 33

2 2 4
A hasab térfogata:

V=t-m~130 m’,
vagyis ennyi viz fér el az arokban.

540. a) G

3,5

/ 10
b) Mivel AB=10m, ezért BC = AB-sin30°=5m és AC = AB-c0s30° = 8,66 m.
Az ABC derékszogli haromszog tertiletét kétféleképpen felirva:

180
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,_AC-BC _AB-TC

B

2 2
8,66-5 10-CT
2 2 7
CT =433 m,

ami a padlas magassaga.
c) A hasédb magassaga 10 m, az alapjanak teriilete pedig

. 10-4,33 =21,65 m’,

ezért térfogata:
V' =10-21,65=216,5~217 m’.
d) A lefedendd teriiletet az ACGE ¢és BFGC téglalapok teriiletének Osszege adja
meg, ami a fenti eredmények alapjan:
AC-CG+BC-CG=8,66-10+5-10=136,6 m’.
A tetd lefedéséhez tehat 137 m” cserép sziikséges.

541. Hasznaljuk az alabbi abra jel6léseit!

Ha F jeloli a BC él felezOpontjat, akkor F'C =5 méter, tovabba az EFC haromszog
derékszogtli (hiszen EBC haromszdg egyenld szart). Pitagorasz tételét alkalmazva:
EF =NEC* -FC* =\13 -5 =12 m.

A lefestendd feliilet az EBC haromszog tertiletének 4-szerese: 4-% =240 m’,

ezért legalabb % =20 liter festék sziikséges a lefestésé¢hez.

542. a) Mivel a gula alapja négyzet, igy alapéle Jt =36 =6 cmhosszi. Az oldallapok

egybevagd egyenld szara haromszogek, ezért a felszin:

A:36+4-%=96 cm’.
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b)

Jelolje T a gilla magassaganak talppontjat, F pedig a BC él felezépontjat! Az ETF
derékszogli haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt adodik, hogy a glila magassa-

ga:
m=ET =JEF? —TF* =J5* —3* =4 cm,
igy a térfogat:
polm 364 gem
3 3

543. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

Az ETF derékszogli haromszogbol:

ET _ % _ Gin30°, cbbsl EF =3,

EF EF

ET 4 Y "o

—— =— =1tg30°, ebbSl TF = 6,93, amib8l BC = AB = 2TF =13,86.
TF TF

A cserepek altal lefedett teriilet: 4- g ~221,8 m’.
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544. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

Az ETC derékszogi haromszogbol:

ET _ tg30° = L cbb6l TC = 443, amib6l AC = 27C = 84/3.

TC NE)
Mivel egy négyzet teriiletét ugy is megkaphatjuk, hogy az atl6 hosszanak négyzetét
2-vel osztjuk, igy az ABCD négyzet teriilete 96 m’. A gulara vonatkozé térfogatkép-
letet alkalmazva a padlas térfogata:
y =218

545. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) Az ETF derékszogli haromszog felhasznalasaval:
cos60° = E, ebbll EF = E =40.
EF 0,5
A palast teriilete:

P:4~@:3200 m’.

ET =\EF*-TF? ~34,64 m,

ami a piramis magassaga.

b) Pitagorasz tételébol:
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546. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) A gtila magassaganak T talppontja az ABC szabalyos haromszdg sulypontja lesz.
Mivel a szabalyos haromszog stlyvonala egyben magassag is, tovabba a sulypont
a sulyvonalakat 2:1 aranyban osztja, ezért

322 2
(Felhasznaltuk, hogy a szabalyos haromszog magassaga az oldal hosszanak

3
——-szerese.)
2

A gtlla magassaga ezért:
%: tg 60° = /3, ebb81 7D = J&%: 1,5 cm.

2
. , . , . . a3 .
Mivel az a oldali szabalyos haromszog teriilete ——; ezért az alapteriilet:

1~0,974 cm’.
A gulara vonatkozo térfogatképletet miatt:

y=220,49 e’

b) Mivel

igy a Pitagorasz-tétel miatt:

FD =~TD* + FT* ~1,561.

1,5-1,561

A felszin:
A=0,974+3-

184

~4,5 cm’.



[ 7. TERGEOMETRIA — MEGOLDASOK ]

547. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) Az alapot képezd szabalyos hatszoget hat darab a = 0,9 m oldalu szabalyos ha-

a*\3
4

romszogre bonthatjuk. Mivel az a oldalt szabdlyos haromszog teriilete
ezért az alapteriilet:
0,943

4
Az ATG derékszogl haromszogre alkalmazva Pitagorasz tételét:

m=AT=\/1,52 -0,9° =1,2 m.

A gulak térfogatképletét alkalmazva:

E

1=6 ~2,1 m’.

v :”Tm:—z’l'l’z ~0,84 m’.
b) Az oldallap GF magassagat szintén Pitagorasz tételének segitségével hatarozhat-
juk meg:
GF =\AG* —FA* = 1,5 —0,45" ~1,43 m.
A palast teriilete:
P= 6~% ~3,86 m’.

548. Legyen a az alapél hossza cm-ben mérve, m pedig jelolje a test magassagat! Ekkor

a felszinre:

a2+4-157a:864,

a’ +30a—864=0.

Ennek pozitiv megoldasa: a =18.
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Pitagorasz tétele miatt:
ET =m=VEF*-TF* =15 -9* =12 cm,

A gula térfogata
_18%-12

v =1296 cm’.

549. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) A gtlara vonatkozo térfogatképlet miatt a piramis térfogata:

2
1% =w=2645000 m’.

A tomeg a térfogat és a slirliség szorzata, ezért a piramis tomege 7 141 500 tonna.
b) Mivel egy szerelvény Osszesen 40-50=2000 tonna kovet tud elszallitani €s

7141500

=3570,75; ezért 3571 szerelvényre lenne sziikség.
2000

¢) A palast teriiletét kell meghataroznunk, ami a négy oldallap teriiletének 0sszege.
Ha F a BC ¢l felezési pontja és T a magassag talppontja, akkor Pitagorasz tétele

miatt:

EF =JET? +TF? =150 +115> ~189,01 m.
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Az oldallapok tertiletének dsszege ezért:
4.230-189,01 86944,6 m>.

2
Tehét legalabb 86 945 m’ textilre lesz sziiksége.

550. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) A szabalyos tetraéder hatarold lapjai egybevagd szabalyos haromszogek. Mivel

2
az a oldalu szabalyos haromszog teriilete a \/5; igy a tetraéder felszine:

4
2
A=4- 124\/3 ~ 249,42 cm’.
b) A két sik hajlasszogére vonatkozo definicid miatt a keresett sz0g az abran lathatod

o =DFT<.
(A DF egyenes ¢s az AF egyenes is mer6leges a BC oldalélre.) Mivel T az ABC
lap sulypontja, ezért a sulyvonalat 2:1 aranyban osztja, igy

TF:lAF:lDF.
3 3

A DFT derékszdgt haromszdg felhasznalasaval:

cosa = T—}; = l, ebbdl o ~ 70,53°.
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551. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

G
R~
FUN TS
E rN S
7 \ K F
/o \. // \
S N A\
/ 2
E | 7N \
/ I AN \
/'/ : 7 A \'\
, .
/ b RN
/ Iy'/ Y
/ /1 AR
/ /] Ny
J Pl e -=2C
s —
/ ’ -
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/ 4 .
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73 —
Vabta
- B

a) A szabalyos tetraéder térfogatat megkaphatjuk tigy, hogy a kocka térfogatabol le-

vonjuk a B, G, D és E csticsnal levagott derékszogl tetraéderek térfogatat. Mivel
ezek a testek egybevagok, ezért térfogatuk egyenld, igy elegendd pl. az ABCF

tetraéder térfogatat meghatarozni. Az ABC haromszog teriilete az alaplap teriile-
2

tének fele, tehat % =162 cm’. Mivel a hozza tartozé magassag a BF ¢él, igy a

gulak térfogatképletét alkalmazva:

162:18 o0 o,

Viscr =
ezért a szabalyos tetraéder térfogata:
Vi =18 —=4-972=1944 cm’.

b) A szabdlyos tetraéder hatarold lapjai olyan egybevagd szabalyos haromszo-

188

gek, melyek oldala a kocka valamely lapatloja. Mivel az a oldali szabalyos
2
haromszog teriilete aT , tovabba a lapatld hossza 182 cm, igy a tetraéder

felszine:
(182 )2 NG

i = 6483 ~1122,37 cm’.

4.
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552. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

. 2
A magassag T talppontja az ABC haromszdg stlypontja, igy AT = EAF . A szaba-

lyos haromszdg magassaga az oldalhosszlsag EY -szerese, ezert

22\f\f

AT =—AF =—-—a=
3 3 2 3

ahol a az alapél hossza cm-ben mérve. A szabalyos tetraéder minden ¢éle egyenld

hosszl, igy az ATD haromszdgre alkalmazva Pitagorasz tételét:
2

AT = &? —102,ebb61%:a2 ~100;

ahonnan a =+/150.

Az alapteriilet:

t= ~ 64,95 cm>.

a3
4
A térfogat:
V= tTm ~216,5 cm’.

A tomeg a sliriség és a térfogat szorzata, igy a gyertya tomege 216,5-0,9 ~195 g.
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553. Behelyettesitve a csonka gula térfogatképletébe:

V= %-(102 +410%-72 +72) =73 m’ =73000 liter.

554. a) Behelyettesitve a csonka gtla térfogatképletébe:
V= %(102 10742 +42) =208 cm’.

b) Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

Legyen az F mer6leges vetiilete az alaplapon T és tekintsiik az alaplapra mer6-
leges, az E, F' és T pontokra illeszked6 sikot! Mivel KFEL szimmetrikus trapéz,
ezért

TK:%:3 cm

Pitagorasz tétele miatt:
FK =NFT*+TK* =5 cm;
ami az oldallap magassaga.
A felszin az alap- ¢és fedonégyzet, valamint az oldallapokat alkoté négy szimmet-
rikus trapéz teriiletének Osszege lesz:

A=107 +47 441004

.5=256 cm’.

555. Behelyettesitve a csonka gula térfogatképletébe:
416 = %(102 V10747 +47), ebbsl m =8 om
a cserép magassaga.
A fold altal elfoglalt rész egy 4 cm alapélil, %8 =6 cm magassagu, felfelé szélese-

do szabalyos csonka gula. Ha az eredeti elrendezést elmetssziik az alapjara merdle-
ges és az egyik alapélre illeszked6 sikkal, akkor a metszetalakzat egy szimmetrikus
trapéz lesz, ami az alabbi abran lathato. A trapéz alapjai 4, illetve 10 cm hossztak.
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556.

557.

558.

559.

E c

\ -y

A

Az AD=6 cm; AE=8 cm; EC:%:Z» cm. Az ABD ¢és ACE

haromszogek megfeleld szogei paronként egyenléek, igy a két haromszdg hasonld,

ezeért
§=%=%, ebbdl DB =2,25 cm.
8 EC 3
3
Ebbdl adodik, hogyha csak 1 részeéig van tele a cserép, akkor a fedélapot alkoto

négyzet oldalhosszlisaga 4 +2-2,25=28,5 cm. Behelyettesitve a csonka gula térfo-

gatképletébe:
V= %(8’52 +4/8,5 .47 +42) =244,5 cm’.

A labdarol feltessziik, hogy gdmb alaku, igy sugara » =12 cm. A gémb térfogatkép-
letét alkalmazva:

3
Ay

V= ~ 7238 cm’ ~ 7,24 liter.

A gomb felszinére vonatkoz6 képletet alkalmazva:
A=4nr’ =5,115-10° km’.

a) A gomb felszinképlete miatt a felszinek aranya a sugarak négyzetének aranya,
azaz 1:4:9.

b) A gémb térfogatképlete miatt a térfogatok aranya a sugarak kobének aranya, azaz
1:8:27.

a) Mivel egy kis csepp térfogata 0,01 cm’ lesz, igy a gomb térfogatképletét alkal-

mazva:
0,03

T
b) Az eredeti csepp sugarat az a) részben latott mdédon hatarozhatjuk meg:

R= 3/i ~ 0,62 cm.
4

3
0,01:4%,ebb61r=3 ~0,134 cm.
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560.

561.

562.

563.

A gomb felszinképletét alkalmazva a nagy cseppre:
A=4nR*~4,83cm’.
A kis cseppek felszinének 0sszege
100471 = 22,564 cm®,

tehat a feliiletnovekedés aranya: w ~4,67.

El

Mivel az r sugart gomb felszine 4= 477’ ezért a kupola befedéséhez sziikséges
4r 107

lemez teriilete legalabb ~ 628,32 m’.

A gomb térfogatképletét alkalmazva:

4r -4

V= ~ 268 cm’.

Ennek 85%-a: 228 cm’ ~ 2,28 dl.

Ha r az 1j gdmb sugara cm-ben mérve, akkor a térfogatképlet miatt:

3
dnr :4—”(33+43+53),ebb61r3:33+43+53,
3003

ahonnan » =6 cm.

Hasznaljuk az alabbi abra jel6léseit!

A sikmetszet kor, hiszen a sikra merdleges, a gomb kozéppontjan atmend egyenes
olyan K pontban metszi a sikot, melytél a metszésvonal barmely E pontja ugyanakkora

r=+5-0K*?

Ha r a metszetkdr sugara, akkor a kor teriiletképlete miatt
nr’ =50,26,ebbdl r = KE = 4 cm.
Igy a keresett tavolsag: OK =3 cm.

tavolsagra van.
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564.

565.

566.

567.

568.

Tegyiik fel, hogy az iireg sugara cm-ben mérve r! A siirliség a tomeg ¢s a térfogat
hanyadosa, igy a 16vedék anyaganak térfogata tomegének ¢és stiriségének hanyado-

6850
sa:

~913,3 cm’. Ez kiszamithat6 a 16vedék és az iireg térfogatdnak kiilonbsé-

geként:
4r (r + 2)3 4’
3 3

=913,3.
Rendezés utan:
(r+2) —r* =218,
P +6rt+12r+8—1r'-218=0,
6r° +12r—-210=0,
3 +6r—105=0.

Ennek pozitiv megoldésa: r=5.
Az lireg sugara tehat kb. 5 cm volt.

a) A henger térfogatképletét alkalmazva:
V=r-1-1~3,14 m’ =3140 liter.
b) Az alap ¢és a palast teriilete sszesen:
-1 +27-1-1=37 m?,
igy, ha 4 a lefedéshez sziikséges minimalis anyag mennyisége, akkor
A4-0,94 =37, ebb8l 4~10 m’.

Ha m az edény magassaga cm-ben mérve, akkor
76> +27-6-m =430,
m=9,73.

A térfogat:
V=r-6"-m~1100cm’.

El6szor kiszamitjuk a csé anyaganak térfogatat a henger térfogatképletének segitsé-
gével:
V=n-3-600-7-2,5-600=16507 ~5183,63 cm’.
A tomeg a sliriség ¢és a térfogat szorzata, ezért a cs6 tomege:
m ~38877g =~ 39 kg.

A viz altal kitoltott rész is henger alakd, melynek alapkore ugyanaz, mint a fazékeé,
igy a henger térfogatképlete miatt a térfogatok aranya egyenlé a magassagok ara-

nyaval:
4 =ﬂ,ebb6lm =8 cm.
10 20
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569.

570.

571.

572.

A hus térfogata egyenld a kiszoritott viz térfogataval, amely egy 6 cm sugart, 2 cm
magassagu henger térfogata:
V=n-6"-2~226,2 cm’.

Jelolje  az alapkor sugardnak, m pedig a magassagnak a mérdszamat! A tengely-
metszet egy 2r, illetve m oldalhossztisagokkal bird téglalap. Ekkor teljesiilnek az
alabbi Osszefiiggések:
2rm =126,
{rzm =441.
Elosztva dket:

g —3,5, ebbdl =7, amib&l m = 9.

Behelyettesitve a felszin képletébe:
A=2nr(r+m)=224n ~703,7 cm’.

Jeldlje r az alapkor sugaranak, m pedig a magassagnak a mérészamat dm-ben mér-
ve! Ekkor teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések:

Tr'm=6,
O,2(27rr2 + 27rrm) =nr.

Az els6bol:
. 6
nr’’
amit behelyettesitve:
12
0,2(2%1’2 +—j =nr,
r
2 =371,
B

rzi/zzl,o&
T

A magassag akkor m @1,63, igy a felszin:
A4=18,39 dm’ =1839 cm’.

Jelolje r az alapkdr sugaranak, m pedig a magassagnak a mérészamat! A tengely-
metszet egy 2r, illetve m oldalhossztisagokkal bird téglalap. Ekkor teljesiilnek az
alabbi osszefiiggések:

Tr'm _rm
27rr(r+m) B 2(r+m)

2rm =24, ebbdl rm =12.

4 _3
A 4’
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573.

Ebbdl adodik, hogy 6

r+m

:%,ebb('il r+m=38.

Mivel m=8—r;igy r(8—r)=12,ebbdl 0 =r’ —8r+12, melynek megoldisai:
r=2,illetve r =6.
Két henger felel meg a feltételeknek:
rn=2, m=6,illetve r, =6, m, =2.
a) Az alapkor sugaranak mérészamai: r, = 2 vagy r, = 6.
b) A magassag mérészamai: m, = 6 vagy m, = 2.

Jelolje x az alapkdr sugarat, m pedig a magassagot (dm-ben mérve)! A felszint és a

térfogatot felirva:
A= 27rx(x+m) =2r,ebb8l x* +xm =1,

V =nx*m.
Mivel 5
1-x
m= s
X
ezért
V= ﬂx(l -x* )

Ez pontosan akkor maximalis, ha

f)=x(1-x)
maximalis, ahol 0 <x <1.

Differencialva: )
S(x)=1-3x,

f"(x)=—6x.

Innen leolvashat6, hogy az adott értelmezési tartomanyon

f'(x)=0,ebbdl x = L,

NE

. 1 " .
azaz f~-nek maximuma az x = — =~ 0,58 helyen van és mashol nincs.

V3

. 2
A maximumot ad6 korhenger magassaga m = — ~1,15.

NE)
Viex = ﬂi ~1,2 dm’.

33
Megjegyzés:
A maximum meghatarozhatd a szadmtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség

segitségével is.

A maximalis térfogat:
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574. Jelolje x az alapkor sugarat, m pedig a magassagot (dm-ben mérve)! A felszint és a
térfogatot felirva:
A=2nx (x + m) s

1
V =nx*m=r,ebbbl m =—.
X

AzZn(x2+lj,
X

ami pontosan akkor lesz minimalis, ha

Innen

1
f@) ="+
X
minimalis, ahol x > 0.
Differencialva:
, 1
S'(x)=2x- peg
n 2
f'(x)=2+ g

Innen adédik, hogy
f'(x)=0,ebbdl x = =

1
"l —|>0.
%)
. . 1
Ez azt mutatja, hogy f-nek minimuma az x =—=~=0,79 helyen van és mashol

nincs. 3/5

&~

A minimumot ad6 forgashenger magassaga m = V4 ~1,59.
A minimalis felszin:

A =2n(l+i/5]z11,87 dm?,

a4
Megjegyzés:
A minimum meghatarozhaté a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség
segitségével is.
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575. Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

a) Pitagorasz tételét alkalmazva a BCT deré¢kszogii haromszogre:

BC=VCT* +TB* =/3* +4* =5 k.
b) A forgaskup térfogatképletét alkalmazva:
pmrm_m4-3 ~50,27 km’.
3 3
c) A kup alkotdja a fentiek miatt @ =5 km, igy a palast:
P=rnra~62,83 km’.

576. a) Ha r az alapkor sugara méterben mérve, akkor
127 =277, ebbll r =6 m,

V:n-62-6

~226,19 m’.

b) Mivel m = r; igy a hajlasszog 45°.

577. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) Az abra alapjan a kap o fél nyilasszogére:

sina = %, ebbll o ~ 22,62°,

igy a nyilasszog 45,24°.
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b) Pitagorasz tétele miatt:
m=+13"-5" =12 cm,
igy a térfogata
v :Lz'lz ~314,16 cm’.
c) Behelyettesitve:

P=r-5-13~204,2 cm’.

A félkor sugara a kup alkotdja: @ =18 cm. A félkoriv hossza az alapkor keriiletével
egyezik meg, igy az alapkor r sugarara:

2nr =187,ebbbl r =9 cm.
A kip magassagat Pitagorasz tételének segitségével hatarozhatjuk meg:

m =\/a2 -7 =\/182 -9% ~15,59 cm.

a) A térfogat: .
=TT 1322,4 e’
b) A felszin:
A=nr(r+a)~69527 cnr’.
Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

2nr
A korcikk sugara a kup alkotdja: @ =12 cm. A koriv hossza az alapkor keriiletével
egyezik meg, igy az alapkor r sugarara:
12-27
2rr =

,ebbll r =4 cm.

(Felhasznaltuk, hogy a koriv hossza és a hozza tartoz6 korcikk nagysaga egyenesen
aranyos.)
A kip magassagat Pitagorasz tételének segitségével hatdrozhatjuk meg:

m=-a* —r* =122 —4* ~11,31 cm.

a) A térfogat:
nr'm

V= ~189,5 cm’.
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b) A fél nyilasszogre:
sinog =L = l, ebbbl o ~19,47°,
a

igy a nyilasszog: 2a =38,94°.

w

580. A negyedkor sugara a kup alkotoja, ezért

2
%:201, ebbél @ ~ 16 cm.

A negyed koriv hossza az alapkor kertilete, ezért
2-16x
2nr =

,ebbdl r =4 cm.

A kap magassagat Pitagorasz tételének segitségével hatarozhatjuk meg:
m=Na’ —r* =16* 4> ~15,49 cm.

A térfogat:
r'm

V= ~ 259,53 cm® ~2,6 dl.

581. a) Tekintsiik az alabbi abrat!

b) A jurta térfogata a forgashenger és a forgaskup térfogatanak dsszege. A forgas-
henger térfogatképletét alkalmazva és felhasznalva, hogy magassdga BT =2 m:

Vhenger =7 '32 2 ~ 56,55 m3.
A forgaskup térfogata, felhaszndlva, hogy magassaga BC=3-2=1m:
2
32
Vi =22 20,42
A jurta térfogata: v 6

jurta
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¢) A jurta felszine a forgashenger és a forgaskup palastjanak teriiletosszege. A for-
gashenger palastja egy olyan téglalap teriilete, melynek oldalai koziil ez egyik
2 m, a masik pedig az alapkor kertilete, ami 67. Ezért:
Bpeer =127 = 37,7 m’,
A kuppalast meghatarozasahoz ki kell szamitanunk egy alkoto hosszat. Az abran
1év6 CBA derékszogl haromszogre a Pitagorasz-tételt alkalmazva a CA alkotd:
CA=~NCB*+ 4B* =1+9 =10 m,
igy a kuppalast:

B, =3-V10-7 ~29,8 m’.
A jurta felszine:

A ~67,5m’.

jurta

582. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit! Az ABC haromszdg szabalyos.
C

a) Mivel az abra alapjan

te60° =" ebbdl m = \3r,
r
ezért
2

2
V= ﬂr3m,ebb61 49:%@,

r=3m.
Innen a magassag:

m= rx/§ ~5,2 m.
b) Az alkotok hossza lesz a gerendak hossza. Pitagorasz tételébdl:

a=\/m2+r2 =\/3r2+r2 =2r=6 m.

c) A tetd felszine:

A=nra~612 m*
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583. A haromszog tompaszogii, ugyanis

29 > 67 +25%
Az alabbi abrak mutatjak a két forgatas utan kialakult forgastesteket. Az els6 eset-
ben két, k6zos alaplapra tamaszkodo forgaskup alkotja a testet. A masodik esetben a
test ugy keletkezik, hogy a kdzos alapra tamaszkodo két kup koziil a nagyobbikbol
elhagyjuk a kisebbiket. Az y az 4B oldalhoz, a z pedig az AC oldalhoz tartoz6é ma-
gassagokat jeldli, ezek lesznek az alapkorok sugarai.

A forgaskup térfogatképletét alkalmazva az elsd esetben a test térfogata:
y_myix my(29-x) my'-29
b3 3 3

A masodik esetben:
w2’ (25+h) nzh  mwz*-25
03 30 3
Alkalmazzuk az un. Heron-képletet az ABC haromszog teriiletének kiszamitasara!
Mivel a haromszog keriiletének fele 30 cm, ezért

t=+/30-1-5-24 =60 cm’.

A tertiletképletet alkalmazva:

60 = 29y ebbal y _120 ’
2 T 29
60 25-z . ebbdl 2 120
a) A keresett arany:
s (5723
v, z#-25 (29) 25 29’

ami racionalis szam.

b) A testek térfogata:
V, =520 cm’ és V, ~ 603,19 cm’.
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584.

58s.

586.

Hasznaljuk az alabbi abra jelléseit!

A csonka kup tengelymetszete szimmetrikus trapéz. Az ABT derékszogli harom-
szogre alkalmazva Pitagorasz tételét:

a®>=3*+4%,ebbbla =5 cm.
a) A csonka kup térfogatképletét alkalmazva:

V:%.4.(92+62+9-6)z716,28 cm’.

b) A felszin képletébdl:
A=r[9+6"+(9+6)-5|~ 603,18 cm’.

Hasznaljuk az alabbi abra jel6léseit!

Pitagorasz tétele miatt:

m=+30"-5* 29,58 cm.

A csonka kup térfogatképletét alkalmazva:

v =%~29,58~(102 +57+10-5) ~ 5420,82 cm’> 5000 em’ = 5 liter.

A viz tehat belefér a vodorbe.

A forgashenger tengelymetszete egy olyan téglalap, melynek egy cstcsbol induld
oldalai 10 cm és 24 cm hossztak, ezért atlojanak hossza Pitagorasz tétele miatt:

10> +24* =26 cm.
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587.

588.

A koré irt gdmbbdl a metszo sik egy fokort metsz ki, amely a téglalap koré irt kore,
sugara megegyezik a henger koré irt gdbmb sugaraval. Mivel a kor kozéppontja a
téglalap atloinak metszéspontja, igy a henger koré irt gomb sugara 13 cm.

A goly¢ térfogata:
8o & _Arn -3
Voo ==
Ez m magassagl henger alaku részt foglal el, ezért

3
75 -mz%,ebbélm —1,44 cm.

Hasznaljuk az alabbi abra jel6léseit!

al="

Ismeretes, hogy ha egy konvex poliédernek van beirt gémbje, akkor annak » sugarara:

v =2 ebbslr =2
3 4

ahol 4 a poliéder felszine, V' pedig a térfogata.
a) Az oldallap magassaga a Pitagorasz-tétel alapjan:
EF =12 +5% =13 cm.
A felszin:
A=10 +4~M =360 cm’.
b) A térfogat: 2

_10°-12

14 =400 cm’.

) A beirt gomb sugara: » = % =3,33 cm.
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589. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

a) A Pitagorasz-tételt alkalmazva az ETC haromszogre:
TC =+13*-12* =5 cm.
Az alapteriilet:
t= g =50 cm®.
A térfogat:

V =¥= 200 cm’.

b) Mivel
TC = FC\2, ebbdl FC =,
2
igy az EFC derékszogli haromszogbdl:
SR
EF =13 -| —=| ~12,51 cm,
2
ami az oldallap magassaga.
A felszin:

~ 226,92 cm’.

A:t+P=50+4-@

A beirt gdbmb sugara:
. 3V _ 3-200
A 226,92
¢) Az OTA haromszogre alkalmazva a Pitagorasz-tételt:
R =(12-R)" +5%,
R*=144-24R+ R* +25,
R~7,04 cm.

204

~ 2,64 cm.
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590. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

Az abran K jeldli a beirt gomb kozéppontjat, O pedig a koré irt gomb kdzéppontjat.
Legyen r, illetve R a gdmbok sugara. Az ABC haromszog a kiip tengelymetszete.

A Pitagorasz-tétel miatt:
AC =+12>+5" =13 cm.

a) Az ACT és KEC haromszogek hasonlok, hiszen szogeik egyenldk, igy a megfele-
16 oldalak hosszanak aranyara:

r_12or b6l =333 em.
513

b) Az OTB derékszdgli haromszdg miatt:
R* =5 +(12-R),
R*=25+144-24R + R’
R=7,04 cm.

591. Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!
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592.

A gula magassaganak 7 talppontja az ABC szabalyos haromszog sulypontja. Mivel
a szabalyos haromszdg sulyvonala egyben magassag is, tovabba a stlypont a stly-
vonalakat 2:1 aranyban osztja, ezért

2.0 23 83

AT =TC==TF =—-—-8
3 3 2 3

(Felhasznaltuk, hogy a szabalyos haromsz6g magassaga az oldal hosszanak

3
—— -szerese.)
2

A gula m magassaga az ATD derékszogli haromszogbal:

2
(8V3) 33
3 3
A koré irt gomb kdzéppontja a gila DT magassag egyenesén 1évé O pont, sugara R.
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az ATO derékszogli haromszogre:
2 2
R =AT* +TO’ = [gj +[R—@j !

3

Innen
R*=21,33+R*-3,83R+3,66, ebb6l R =6,52 cm.

A tengelymetszet egy korbe irt téglalap, melynek atloja 2 egység. Ha x a henger
alapkorének sugara és y a magassaga, akkor igy 4x* + y*> =4,
A térfogat:
V=nx"y.
Ez pontosan akkor maximalis, amikor a négyzete, igy elegendd az
xty?=x* (4—4x2) =4x* (l—xz)
kifejezés maximumaval foglalkozni. Vezessiik be az x* =¢ helyettesitést! Az alab-
bi fliggvény maximumat kell megkeresniink:
f(t)=—t+1, ahol 0 <7 <1!
Differencialva:
(1) =-3+21,
(1) =—61+2.
Mivel
/'(1)=0,ebbsl #(2-31) = 0;

2 . . .
ahonnan ¢ = 3’ hiszen ¢ pozitiv. Tekintettel arra, hogy

f”[%)z -2<0,
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2
kimondhatjuk, hogy az f fiiggvénynek maximuma van a ¢ = 3 helyen (és mashol

nincs). Innen
2
x= J: és y= i
3 3

593. a) és b) Hasznaljuk az alabbi abra jeldléseit!

A tengelymetszeten m a kiip magassaga, x az alapkor sugara, a a kup alkotoja €s a
a nyilasszog fele. Az abran 1évé hasonld haromszdgek miatt:

sing =2 = ! ,ebb8l x(m—1)=a.
a m-1
A forgaskup felszin, illetve térfogatképletének felhasznalasaval:
x m
3 nx’m _xm_am_ m=1__,
A nx(a+x) a+x ITEAT.
a m—1

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a felszin és a térfogat ugyanarra a kupra lesz mini-
malis, igy csak a térfogatra végziink szamitasokat. Pitagorasz tételét alkalmazva:

2 2 2
a =x"+m",

x’ (m—l)2 =x"+m’,

x° [(m - 1)2 - 1] =m?,

=
m—2
Behelyettesitve a térfogatképletbe:

T, T
—Xxm=—-
3

m-2
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Mivel
2 -2)(m+2)+4
m__(m=2)(m+2) =4+m-2+ >442. (m—z)—4 =8
m—2 m—2 m—2 m—2
a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség miatt, igy a térfogat minimalis
pontosan akkor lesz, ha

m—2=2,ebb6lm=4.
Ekkor lesz a fentiek szerint a felszin is minimalis, a nyilasszogre pedig:

sing = %, ebbdl 2a ~ 38,94°.

594. Jelolje az egy csticsbol indulo élek hosszat a, b és ¢! Tudjuk, hogy a testatld hossza
a koré irt gdbmb sugaranak kétszerese, ezért:
a+b*+c* =4
a) A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget alkalmazva:
%: a’ +l;2 +c? > 3 2pie? = 3/Vz’
64

— >V
27

8
—27.
33
Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha

azzbz=c2=%,ebbc'51a=b:c=i

B
azaz a téglatest kocka.
b) Mivel a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenség szerint pl.
a’+b
2

> ab,
ezért

d=a’+b* +c° 2ab+bc+ca:§,

8> A.
Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a = b = ¢, azaz a téglatest kocka.

595. a) Tekintsiik a tetraéder un. bennfoglald paralelepipedonjat! Mivel a lapok nem
egyenld szarGi haromszogek és egybevagok, ezért a tetraéder szemkozti élei
egyenldk! Ebbdl azonnal adodik, hogy a bennfoglalo paralelepipedon szemkozti
lapjai olyan egybevagd paralelogrammak, melyeknek atloi egyenldk, kovetke-
zésképpen téglalapok, a bennfoglald paralelepipedon pedig téglatest.
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A feladatban szerepld tetraéder térfogatat ezért kiszamithatjuk oly modon, hogy
a téglatest térfogatabol levonjuk annak a 4 derékszogl tetraédernek a térfogatat,
amely a téglatest tetraéderrel nem k6z06s cstcsainal keletkezik.

| /-";‘7,'
1 ey
| L L
| _-7 - !
1 - e I
[ - i
1_.- - i
_-17 7 I
— e !
- i
. : ke i
Q- s /
RN i i
T~ -
Sd h
\\.lx'
AN ——— ——-=
/O /
N,
/ i VA
/ N i
/ N I /z
/ N
7 N !
’ i i
/ )
/ -

Ha a téglatest egy csticsbol indul6 €lei x, y és z, akkor a lapatlokra felirva Pitagorasz
tételét:
x*+y* =14> =196,
Y 428 =137 =169,
2 +x* =15 =225.
Osszeadas utan:
x*+y*+ 28 =295,
ezért
x* =126, ebbdl x =+/126,
3% =70, ebbdl y =~/70,
2> =99, ebbl z =~/99.
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Konnyt latni, hogy a derékszogl tetraéderek mindegyikének térfogata ﬁ, igy az
ABCD tetraéderé: 6

V= xyz—4-22 =% £ 311,48 em’.
6 3
Egy lap teriiletét a Héron-képlet segitségével hatarozhatjuk meg. A keriilet fele

21 cm, igy
t=+/21-8-7-6 =84 cm’.

A=4t =336 cm*.

A felszin:

b) A beirt gdmb sugara:

r=3—Vz2,78 cm.
A



8. Analizis - megoldasok

8.1. Fiiggvény hatdrértéke, folytonossaga, deriviltja

596. Felhasznalva a hatarértékre vonatkoz6 alapvetd tételeket adodik,

3
lim 3 =lim x7:L:0_
x>0 )x+7 ey 1 2+0
X

597. Felhasznalva a hatarértékre vonatkozo alapvetd tételeket adodik,

4 3
. 4x-3 . Ty 4-0 4
lim =1lim 6 = =—.
=2 5x+6 e 0 540 5
x

598. Felhasznalva a hatarértékre vonatkozo alapvetd tételeket és cos x korlatossagat adodik,

| 3
o T2 1- 1
limf—3:1im—x:—0=—.
x> 3x” +COSX s cosx 340 3

+ 3

X

599. Felhasznalva a hatarértékre vonatkozo alapvetd tételeket és sin3x fliggvény korla-
tossagat, az adodik,

3 3
oo
1. xs - 3 . xz
im =li . = —o0,
x>-23x? ygin3x o 3, Sin 3x
2
x

Tehét nincs hatarérték.

600. Felhasznalva a hatarértékre vonatkozé alapveto tételeket ezt kapjuk:

7 1
NEE _lim\ll_f? _Ji0r0 1
2x

lim .
raren 2 2 2

X—>00
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601.

602. lim ﬂ

603.

604.

605.

606.

607.

Szorzatta alakitva a szamlalot, egyszertisités utan:

2 _ p—
lim X2 gy ODEHD) gy,

x—1 1-x x—1 1-x x—1

x+4 . 1 1

> = lim = lim =——.
wodx? 16 -4 (x—4)-(x+4) —4x—-4 8

Szorzatta alakitva a szamlalot, egyszer(isités utan:

]imx—_gzlim(\/;_3).(\/;+3) = lim—(Vx +3) = 6.

x—9 3 _ \/; x—9 3 _ \/; x—9

sina

Felhasznalva a nevezetes hatarértéket, miszerint lim
sin 2x “@a

sin 2x 2x
— lim —2X 1

=1:

lim

x—=0 3x x—=0 3x

[FSHN )

2
>

. s . . ... sina
Felhasznalva a nevezetes hatarértéket, miszerint lim

nusz fiiggvény nullaban felvett értéke 1. 0 a
sin 2x sin 2x

=1; és azt, hogy a koszi-

-2x

-5x

. tg2x . . 1

lim 2% _ [jm COS2X _ j L 2x

-0ginSx x>0 sinS5x x>0 cos2x SInSx
5x

—_ —

2
5

(VNN )

P L . , .. sin
Bovités utan, az addicios sszefliggések és lm%
o—> o
. l-cos2x . 1-cos2x 1+cos2x
lim > =lim — =
0 x =0 x 1+cos2x
sin® 2x . sin2x 1
m———————=1im4- . =
0 x° . (1+cos2x) x>0 2x (14 cos2x)

o =1 felhasznalasaval:

4.17.==2.

1
2

A fiiggvény értelmezett az x = 3 pontban, érteke f(3) = 4; a hatarértéke azonban:
lim £(x) = lim &3 +3)
x—3 x-3 x—3

= lim(x+3) = 6;

azaz a fliggvény nem folytonos az adott pontban.
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608. A fliggvény értelmezett az x =4 pontban, értéke —48, a bal oldali hatarértéke nyil-
van szintén —48. A jobb oldali hatarértéke:

3 _ 2
lim == _ iy =D +4x+16) lim — (x* + 4x+16) = ~48.

x—4+0 4 — x X—4+0 4—x x—>4+0

Tehat a fiiggvény folytonos az adott pontban.

609. Az x =0 pontban a fliggvény jobb és bal oldali hatarértéke:
T
x—>0+0 x X ’

fim P22
x—>0-0 X X

Mivel ezek kiilonbdznek, ezért nem folytonos a fiiggvény az adott pontban.

610. A fiiggvény definicidja alapjan csak az x = —1 pontban lehet szakadasi helye. Ak-
kor lesz itt is folytonos, ha a fliggvény bal és jobb oldali hatarértékei ebben a pont-
ban egyenléek a helyettesitési értékkel (azaz ha a két része a grafikonnak ,,jol csat-
lakozik™).

Ez pontosan akkor all fenn, ha
p-(=1)+5=(=1)’=2-(=1)+2, ebbél p=2.

611. A differenciahanyados fliggvény:

3 3

2 , ahol x #2.
2

g =12

Azaz

(x— 2)()c2 +2x+4)
x=2 B

A differencidlhdnyados értéke pedig ennek a fiiggvénynek az x, = 2 pontbeli hatar-

értéke, ami nyilvan:

X2 +2x+4, x#2.

g(x)=

2°4+2-2+4=12.

612. A differenciahanyados fiiggvény:
4 4
x' =1

xX—

g R\{I} >R, x>
Azaz
=D+ (x=D(x+D(x* +1)
x—1 B x-1
A differencidlhdnyados értéke pedig ennek a fliggvénynek az x, =1 pontban vett
hatarértéke, ami nyilvan:

=(x+D*+1), x=1.

glx)=

1+DHa+1)=4.
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613.

614.

615.

616.

A differenciahanyados fiiggvény az x, =3 pontban:
¥ +2x-(3+2-3)
x-3 )

g:R\{3}—>R, X
Azaz
X +2x-33 B (x=3)(x* +3x+11) B
x-3 x-3
A differencialhdnyados értéke pedig ennek a fiiggvénynek az x, =3 pontban vett
hatarértéke, ami nyilvan:

glx)= X2 +3x+11, x #3.

32 +3-3+11=29.

A differenciahanyados fiiggvény:
g: R\{ﬂ} >R x> SY-SmE
x-r
Azaz ) )
sinx —sin(x—zx
g(x)= 20X _ ZSin(-m),
xX-7 X—7

mely utobbi alak a differencialhanyados kiszamitdsdhoz hasznos, mivel
. —sin(x—rx
X x —_ ﬂ
ahol felhasznaljuk az ismert nevezetes hatarértéket:
. _sina
lim =
a0 o

1.

Azaz a pontbeli differencialhanyados értéke —1.

Meg kell vizsgalnunk, hogy 1étezik-e az alabbi hatarérték:
R S R B
lim =lim .
x—l1 x—1 |
A hatarérték nem létezik, mivel a fenti differenciahdnyados-fiiggvény jobb oldali

hatarértéke 1, mig a bal oldali hatarértéke —1. Azaz a fliggvény az adott pontban
nem differencialhato.

A differencialhatosag szemléletes jelentése az, hogy a fliggvény grafikonja az adott
pontban nem ,,csticsos”, azaz ,sima”. fgy olyan grafikonti fiiggvényt keresiink,
amelynek grafikonja az értelmezési tartomany harom pontjaban ,,csicsos”, masutt
mindenitt sima.
Ilyen fiiggvény példaul:

f RoR, x|—>||x|—2|.
A fiiggvény éppen az x, = —2; 0 és 2 értékek esetén nem differencidlhato.
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617.

618.

619.

620.

621.

622.

623.

624.

Felhasznalva az Osszetett fliggvény derivalasara vonatkozo6 tételt:
f'(x)=4-3x> +(cos2x)-2 =12x’ + 2 cos 2x.

Felhasznalva a fliggvények szorzatanak derivalasara vonatkozo tételt:
/'(x)=2xsinx+x* cosx.

Felhasznalva a fliggvények hanyadosanak derivalasara vonatkozo tételt:

. cosx-(x2+1)—2x-sinx
f (x ) = 5 2
(x +1)
Felhasznalva az Osszetett fiiggvény derivalasara, illetve a fiiggvények szorzatdnak
derivalasara vonatkozo tételt:

1

cos’ 3x

f'(x)=(15x")-tg3x +(5x° —2)- -3,

Felhasznalva az Gsszetett fliggvény derivalasara, illetve a fliggvények Osszegének
derivalasara vonatkozo tételt:

/'(x)=-3sin3x—cosx.

Felhasznalva az Osszetett fliggvény derivalasara vonatkozo tételt:
f'(x) =2sin2x-cos2x-2 =4sin2xcos2x = 2sin 4x.

Irjuk 4t mas alakba a fiiggvény hozzarendelési szabalyat:

1

X +3 X243

x)=73|ct =] ct !
f()\/gzxs [gszJ

Tobbszor felhasznalva az dsszetett fliggvény derivalasara vonatkozo tételt és a tob-
bi derivalasi szabalyt:

x2+3]:. 1 .{2x-2x5—(x2+3)~(10x4)J

2x° L, x 43 4x'°
sin

1) = g(ctg

2x°
Az érint6 meredeksége a pontbeli differencialhanyados értéke:

m:f'(%)}s.sin(s%—nj -3,

Igy az érinté egyenes egyenlete:

Y=y, =m(x—x,), azaz y =3~(x—%j,
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625. Mivel
f(x)=2x-1;
igy az érint6 meredeksége a P (1;0) pontban: m= f '(1) =1. Az érintéegyenes
egyenlete ezért, felhasznalva a koordinata-geometriabol ismert y —y, =m (x - xo)

Osszefliggést:
y=x-1.

626.
S'(x)=3x"—18x+24,
7'(2)=0.
Ebbdl kovetkezden a vizsgalt érintd meredeksége 0, azaz az érintd parhuzamos az x
tengellyel, igy nem zar kdzre haromszoget a koordinatatengelyekkel.

yA

40
t

e
Eye)
N
o

e
—

627.

f'(x):2\/§cos(x+%j,
f'(f}ﬁ.

4

Ebbdl kovetkezoen a vizsgalt érintd egyenlete:

y—4=\/§(x—%).

Az ¢érintd x tengellyel valo metszéspontjanak elsd koordinataja: — — —— =~ —1,52.
4
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73

— =~ 2,064.
4

Az érintd ytengellyel vald metszéspontjanak masodik koordinataja: 4 —

Ekkor a keresett haromszog teriilete kzelitéleg 2,01 teriiletegység.

l hy =173 + 2,64

sy
S 4

. V4
f(x)={2+/3sin X435 [+ N

: TA
/NN
\ \

\ \l /] \
4 (1,50 )Z'y , /

628.
f(4)=6, £(-2)=3,
/(%) =—§x2 +x+1,
7'(4)=—1, f'(—2)=—§.

Ebbdl kovetkezben a vizsgalt érintdk:
e:y—6= —(x—4),

e,:y-3 =—%(x+2).

E két egyenes metszéspontja az egyenleteibol alkotott egyenletrendszer megoldasa-

val kaphat6: M (—8; 18). Az érint6k x tengellyel valé metszéspontjanak abszcisszai:

10,8-1
0818 = 97,2 terliletegység.

10 és —0,8. A vizsgalt haromszog teriilete:



M (-8; 18)
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yA25-2 \ y
y——_ 4 0 \ \ 4 1 t
\f(x)f—5x3+gxz+x+2

629.

630.

631.

\

L

N ZINEATE!
\

N

b bbb B N WX

SR

Az inflexios pont l1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény masodik deri-
valtja az adott pontban 0 legyen. Hatarozzuk meg a fiiggvény masodik derivaltjat!

f'(x) =3x> —12x+6; amibél: f"(x)=6x—12; ami pontosan egy helyen 0, még-
pedig az x, =2 pontban. Itt a masodik derivalt eldjelet is valt, azaz a P(2, f (2));
(azaz a P(2,-2)) pont valdban inflexios pont, az adott fliggvény esetén az egyetlen.

A szélsoértek 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a differencidlhanyados értéke az
adott helyen 0 legyen. Mivel

f'(x)=x>=3x+2,
és az

x*=3x+2=0,

a masodfokl egyenlet megoldasai x = 1, illetve x = 2, igy csakis ezek lehetnek
lokdlis szélsdérték helyek. Mivel f”(x)=2x-3; igy f"(1)=-1<0; tovabba
f "(2) =1>0; ezért f (x)-nek az x = 1 helyen helyi maximuma, az x = 2 helyen
pedig helyi minimuma van.

A henger felszine:
A=2rr-(r+m)=1200.
A magassagot kifejezhetjiik az alapkdr sugaraval:
600
m=——r.

rmw
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632.

Ebbdl a térfogatot felirhatjuk » fliggvényeként:
V(r)=rn -(@—rj; ahol r e }0, @{

rr T
Ennek keressiik a maximumat. Ehhez kiszamitjuk a derivalt zérushelyeit:
V(r)= P (@ - rj =600r—r'r,
rm

V'(r)=600-37r* =0,

r:i,f@ ~ 17,98,
T

ahol csak a pozitiv értéknek van geometriai jelentése. Ekkor (r=7,98 cm)
a figgvénynek maximuma van, mivel a derivalt eldjele az adott helyen pozitivrol
valtozik negativra. Ekkor a henger magassaga:

m :@—r =15,95 cm.
rT
A kup térfogata: )
y =l 200 dm;

ebbdl a kiip magassaga kifejezhetd az alapkor sugaraval m = PO amibdl a felhasz-

nalandoé fém (ami a kup palastja) teriilete: P =rra; ahol az alkotd: a=~r’ +m".

Azaz :
P=nrdr’+m’ =nr r2+(62';0) o r4+36(2000;
rmw i

ahol r pozitiv valés szdm. Ennek keressiik a minimumat. Ehhez kiszamitjuk a deri-
valt zérushelyeit:

L
oy W) () 3000,

}"27'[ 7'[}"3

ami csak akkor lehet 0, ha

(4rs +(-2)- 3600}°°j — 0, ebbdl r = £6,21;
nr

ahol nyilvan csak a pozitiv érték bir geometriai jelentéssel, amely érték esetén a
P(r) fiiggvénynek minimuma van, mivel a derivalt el6jele itt negativrol pozitivra
valt. Azaz az optimalis megoldashoz az alapkor sugarat 6,21 dm-nek kell valaszta-
nunk.
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633.

634.

A téglalap fallal parhuzamos oldalanak hosszét jelolje x! igy a falra meréleges oldal

15
hossza y = —. Azaz a felhasznaland6 drot hossza
X

30
I(X)=x+2y=x+—,

x
ahol x pozitiv valos szam. Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat:

I'(x)=1 —2 =0, ebbdl x = ++/30;

X
nyilvan csak a pozitiv érték bir geometriai jelentéssel, azaz x = J30 ~ 5,48; mely
érték esetén a derivalt eldjele negativrol pozitivra valt, azaz a fliggvénynek mini-
muma van. Tehat a téglalap fallal parhuzamos oldalanak hosszat x = 5,48 m, a falra

merdleges oldal hosszat y = L 2,74 m hosszira kell valasztanunk.
X

Jelolje a medence szélességét x, hosszat y! A csempézendd feliilet nagysaga
T=xy+(1,1-x+1,1-y)-2=30,
ibol y-t kifejezhetjiik:
amibdl y-t kifejezhetjii 30-2,2x
x+2,2
A medence térfogata pedig:
2
Vmxepel =11 008222
ahol X+ 2, 2
xXe O,ﬂ .
2,2

Ennek keressiik a maximumat, szamitsuk ki a derivalt zérushelyeit!

Vi(x)=1 1_(30—4,4x).(x+2,2)—<3()x_2’2xz) i
’ (x+2,2)2 ,

(30-4,4x)-(x+2,2)—(30x-2,2x*) =0,

2,2x* +9,68x —66 = 0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai pedig:

x,=3,7 és x,=-8,1,
melyek koziil nyilvan csak az elsé bir geometriai jelentéssel. x, =3,7 esetén a
figgvény derivaltja eldjelet valt, pozitivrol negativra, azaz itt a fliggvénynek maxi-
muma van. Ekkor y =3,7; azaz a medence alapja négyzet.
A medence szélességét és hosszat egyarant 3,7 méteresnek kell valasztani.
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635.

636.

637.

A tolcsér alkotoja a korlemez sugara, azaz a =17; igy az alapkdr sugarara és a kip

magassagara igaz:

rrem? =17.

A tolcsér térfogata:
nr'm T (

289—m2)~m, ahol m € ]0,17].

A fliggvény maximumat keressiik, ehhez szamitsuk ki a derivalt zérushelyeit!

V'(m) :%(289—3m2) =0, ebb8l m = *, /?

ahol csak a pozitiv érték bir geometriai jelentéssel, azaz

m:‘f? ~9,81 cm,

ekkor a fiiggvénynek maximuma van, ugyanis a derivalt eldjele itt pozitivbol nega-
tivba valt. Ekkor »=+/289 —m* =13,88 cm; azaz a lehetséges maximalis térfogat:

_ 7-13,88%.9,81

14 =1979,1 cm’; azaz 1,9791 liter.

A hengeres rész térfogatat kell maximalizalnunk, azaz a V = zr’m fiiggvény maxi-
mumat keressiik a kovetkezo feltétel mellett:

0,8-2rmm =7000.
A feltételbdl kifejezziik m-et:

m=T001 dhot (0<r<30).
’ 1,6 r
fay 7000
V=nrm=""2p

>

Ennek a maximumat keressiik a 0 < » <30 intervallumon. A maximum az elséfoku
fiiggvény monotonitasa miatt az » =30 cm esetén lesz. Azaz a kor sugara 30 cm, a
magassaga pedig:

A henger alapkorének sugarat jelolje 7! Ekkor a henger magassaga
m=2-100—-7°,
a henger térfogata pedig:

V=rr’-2-4100—7r* =27 -+100r* —7°,

ahol r e ]0,10[. Ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat, amihez meghataroz-

zuk a derivalt zérushelyeit:
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638.

639.

1 1 f400
V'(r)=21 -~ ———-(400r" —67° ) = 0, ebbdl r = +, |[— ~ £8,16,
2 J1007* —° ( ) 6

amelyek koziil nyilvan csak a pozitivnak van geometriai jelentése, és mely esetben
a derivalt eldjele pozitivrdl negativra valt, azaz a térfogat maximalis. Ekkor a hen-

ger magassaga:
m=2-7100-r" =11,55 cm.
A cég bevételét a kovetkezo fliggvény irja le:

f(x)=(6500-x-100)-(13000+ x - 250),
ahol x azt mutatja meg, hogy hanyszor 100 forintot engedtek a kiindulasi arbol
(0<x<65¢s x €Z). Ennek a fliggvénynek keressiik a maximumat, amihez meg-
hatarozzuk a derivalt zérushelyét:
£(x) =84500000+325000x —25000x>, ebbdl £”(x) = 325000 — 50 000x;

igy a derivalt zérushelye: x =6,5; ahol a derivalt eldjele pozitivrol negativra val-
tozik, azaz a fiiggvénynek helyi maximuma van. Vizsgalandé még az x =0 eset,
amikor £(0)=6500-13000; ami kisebb, mint az f(6,5) = 5850-14625 érték. gy
az optimalis ar 6500—6,5-100 = 5850 forint.

A vodorhoz felhasznalt anyag felszine:
A=r'n+2nrm=rn-(r+2m)=40.
fgy a magassag kifejezhetd a sugér segitségével:

40
——r

m=Tr

2
Ebbdl a vodor térfogata:
40
—-r
Ve=rigmr__ T, @r—ﬂ
2 2= ’

aminek a maximumat keressik az » € }0,1 f { intervallumon. Derivalas utan:

V'(r) 21(@—37’2) =0, ebbdl r = i,/ﬂ ~ 12,06 dm.
2 \& 3z

Nyilvéan csak a pozitiv érték bir geometriai jelentéssel, amikor a derivalt eljele
pozitivrol negativra valt, azaz a térfogat maximalis. Ekkor a vodoér magassaga:
40

—=r
m= 7”2 =2,06 dm,

az alapkor atméréje pedig: 27 =4,12 dm.
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8.2. Integralszamitds

640. A hatarozatlan integralra vonatkozo alapvetd dsszefliggések alapjan:
I(2x—7)dx=x2 -Tx+¢ceR.

641. Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd azonossagokat:

3 2
I(sz—5x+l)dx:2~x?—5'x7+x+c, ceR.

642. Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd azonossagokat:

s_7.3 6 !
I[%‘TH dx:%(}%—%%jﬂx ceR.

1
643. I(\/M{/}?)a&zf {x'xiJz dxzj 5dx— =§-§/x_9+c,ceR

U“wlxu-\\o

644. Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd azonossagokat, alapintegralokat:

1
J(E—%+sin2x] a’xz‘l.(}x’1 —-5.x7 +sin2x)dx=31nx—5-x—+ cos2x +c
X X -1 2

2
PP

X

+c, ceR.

645. Felhasznalva az integraldsra vonatkozd alapvetd azonossagokat, alapintegralokat
tovabba, hogy @’ +b° = (a+b)-(a* —ab+b*):

\/x—3 ) 1 x* x%
I—\/;:?dx:j((\/}) —3\/§+9)dx=j(x—3.x2 +9]dx=7— X oxte=

3

2
2

———2\/x_3+9x+c,ceR.

646. Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd azonossagokat, alapintegralokat,
és hogy cos2a = cos’ a —sin’a:
J- cos4x Icos *2x —sin 2x

= —I (cos2x+sin2x)dx =

sin2x —cos 2x sin2x —cos2x

sin2x cos2x
:——+T+c, ceR.

2
223
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647.

648.

649.

650.

651.

652.

653.

654.

Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd azonossagokat, alapintegralokat,
és hogy (sino +cosa)® =1+sin2a:
cos 6x

I(sin3x+cos3x)2dx:I(l+sin6x)dx=x— +c,ceR.

Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkozé alapvetd ismereteket:

3
. X
_"(xz—smx+1)dx:?+cosx+x+c, ceR.

Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkozé alapvetd ismereteket:
4 4

j(cosx—x3 +%/;) dx:sinx—%+%x§+c, ceR.

Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkozé alapvetd ismereteket,

tovabba azt, hogy (tgx) = ——:
cos” x

J(L.,_ ! )dx:—l+tgx+c,ceR.

x? cos’x x

Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkoz6 alapvetd ismereteket,

tovabba azt, hogy (ctgx) = ———:
sin® x

J‘(L_ ! jdx:—%+ctgx+c,ceR.
2x

x* sin’x
Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkozé alapvetd ismereteket:

x’ -1 2 - 22 22
J‘\/_ dx:.[(xz—x Zjdx:§x2—2x2:§x2\/;—2\/;+c,ceR.
X

Felhasznalva a hatarozatlan integral kiszamitasara vonatkozé alapvetd ismereteket:

j(2sinx—cosx) dx=-2cosx—sinx+c, ceR.

Felhasznalva a kétszeres szogre vonatkozo addicids Osszefliggést:

j(4sin5x-cos$x)dx=2."‘sin10x dx:2~¥solox+c:—cosslox+c, ceR.
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655.

656.

657.

658.

659.

660.

Felhasznalva az integralasra vonatkozo alapvetd Osszefiiggéseket és a Newton—
Leibniz-tételt:

i x ’ 1

[(3x* —x+1) ax :[x3 —7+x} = (8—2+2)—(1—E+1J= 6,5.

1 1

Felhasznalva az integralasra vonatkozo6 alapvetd Osszefiiggéseket és a Newton—
Leibniz-tételt:

1 2 1
j(4x3—x+2)dx= PRI =(1—1+2]—(1—1—2)=4.
2 B 2 2

-1

Felhasznalva az integralasra vonatkozo6 alapvetd Osszefliggéseket, és a Newton—
Leibniz-tételt:

5 3 2 5
[(x=5x+1)dr=| -5ty =(12—5—12—5+5j—0=—9—5.
g 372 7 U3 2 6

Felhasznalva az integralasra vonatkozo6 alapvetd Osszefliggéseket, és a Newton—
Leibniz-tételt:

ﬂ T
_COS[3x_2]
sin(Sx—%jdx: ———— | =0-0=0.

3

DN —

A feladatban szerepl6 fliggvény primitiv fliggvényei grafikonjainak egyenlete:

4 3 2
22 3% dxve
4 "3

Ez a grafikon illeszkedik a (—2; 3) pontra, ezért

¥

3= (2 —2(_2)3 +3(_2)2 —4(-2)+c,
4 3 2

3=4+%+6+8+c,

61
L

C =

225
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661.

662.

A keresett primitiv fiiggvény hozzarendelési szabalya:
4 3 2
F(r)=% 2% 3% 4 8
4 3 2 3

A feladatban szerepl6 fliggvény primitiv fiiggvényei grafikonjainak egyenlete:
y=x +x"—6x+c.

A ¢=0 esetén a primitiv fiiggvény F, (x) =x’ +x° —6x. Ennek derivéltfiiggvé-

~1-v19 -1++19
373

nyének zérushelyei: . Az eldbbiben helyi maximum, az utobbi-

ban helyi minimum van.

56 + 8@

A maximum: 3—
27
563819

A minimum: 3—
27

Ebbél kdvetkezben, ha ¢ < —

56+3819 56—38+/19 .
5y vagy ¢ > Ty akkor a primitiv

figgvény grafikonja egy pontban metszi az x tengelyt.

b x°|-6

A zérushelyek: kr, k € Z. Tekintettel arra, hogy a figgvény periodusa z, ezért bar-
mely két zérushely kozott ugyanakkora a vizsgalt teriilet. A [0; T ] intervallumon
vizsgalodunk.
Ismert trigonometrikus azonossagok:
sin® x+cos’ x =1,
—sin® x +cos® x = cos(2x).

Az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat.

226
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2sin’ x =1-cos(2x),

l-cos(2x) 1 1

) _ _ -~
(l) sin” x = 3 =3 2cos(Zx).

A keresett teriilet:

T= ]T.sin2 xdx.
0

Alkalmazzuk az (1) helyettesitést!

T T

T = }[sinz xdx = _([[%—%cos@x)jdx =%}[dx—%}[cos(2x)dx = %—0 =%

y Y

15

£(x) £ sin?(x)

05

1,57

‘><

P

N
h o
5

663. Az alkatrész térfogata V' =T - h, ahol T a fent definidlt sikrész teriilete, / pedig a le-

mez vastagsaga. Az f(x) = g(x) egyenletet megoldva kapjuk az integralas hatarait:
2

x—:—x2+i,ebb61x=il,
azaz. 3 3
1 1 1
4, 4 4, 4 4 4 (4 4 16
T- ) W e e PN e ) B i N e B0
Jl(g(x) S0 J](f 3)’( {9)6 3}1 (9 3) (9 3) 9

Azaz a térfogat:

V=T~I1:E'O,5=§ cm’.
9 9

Igy az alkatrész tomege: m=p -V =2,4 gramm.

664. Az f(x)=g(x) egyenletet megoldva kapjuk az integralas hatarait:
2x+3=x%,
x2=2x-3=0,

x, =3
vagy x, =—1. Azaz a kérdezett teriilet:
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665.

666.

667.

668.

3 3 3
2
T= I(2x+3 —xz)dx z{xz +3x—%} = 9—[—%) = 3? négyzetegyseg.
—1 -1

Mivel

x* = x, ebbdl x(x—l) =0;
igy a két gorbe kozos pontjai a (0;0) és (1;1) pontok. A [0;1] intervallumon az x
tengely €s a parabola grafikonja kdzotti teriilet:

1
szdx: x_3 :l
° 3, 3

A parabolaszelet teriiletét megkapjuk, ha ezt kivonjuk a [0;1] intervallumon az x

tengely és az egyenes kozotti teriiletbdl (derékszogl haromszog teriilete):

p bt 11
2 3 6

A teriilet a szimmetria miatt éppen:

T=2-_3[\/§dx:2\/§’[§-\/x73}2 :2\/5-@-\/ﬁjzlz.

A megtett Ut a sebességfiiggvény id0 szerinti hatarozott integralja a mozgas iddin-
tervallumanak hataraival, azaz mivel a motoros sebességét (— -ban mérve) megha-
s

tarozhatjuk: v, (¥) =20+ 4t igy a motoros altal megtett ut:
5
jvm(t)dz j (20+41)dt =[ 201+ 27 ] =150 méter.
0

. 8 m R
A versenyauto6 sebessége (— -ban mérve):

v(t) = 50\/5.

3,6
A versenyauto altal megtett ut pedig:
j (o)t =2 OI {2 Jr } = 231,48 méter.

Tehat a versenyauto nyerl a versenyt

A motor altal megtett ut:

3 8
jls-%ﬁdtzls{%-i/t_“} ~180 méter,
0 0

amit egyenletes sebességgel a kerékparos 8 masodperc alatt tesz meg, azaz a sebes-
sége:

228
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v, :@ = 22,52, ami éppen 81k—m.
8 s h

669. Tekintsiik az abrat! A (b;¢) szamparok halmaza kdlcséndsen egyértelmiien raké-
pezheté az ABCD négyzetlap pontjaira.
A masodfoku egyenletnek akkor és csak akkor van valés megoldasa, ha a diszkrimi-
nansa nemnegativ.
b* —4c>0,
2
c<—.

Ennek a feltételnek megfeleld (b; c) szamparok halmaza kolcsondsen egyértelmi-
en raképezhetd az abran sziirke szinnel jeldlt ponthalmazra. A geometriai valoszi-
nliségi mezot alkalmazzuk, a mérték a teriilet.

1 p? 11,
z+2j 2 db 2+—_[bdb
B 04 "ol

13
P =—.
4 4 24
V4
D (; 1) N c(1;1)
nvA
ny')
-12 41 0|8 -0/6 04 -OZMO 02 04 06 08 1 12 X
nyA
nyn
nya
=1
Al=1-1) B(I;-)
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